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PREFÁCIO 


Este é o terceiro volume da obra Um Curso de Cálculo. Ele é continuação do 
Volume 2. 

Nesta 5.º edição, além do tratamento especial dado às figuras, foi incluído o 
Apêndice 5, Brincando no Mathcad, que trata do uso do Mathcad em assuntos 
abordados neste volume. Todas estas modificações, frutos de conversas com 
colegas e de sugestões de professores e alunos, foram feitas com um único 
objetivo: tornar o texto mais dinâmico, mais prático e mais atual. É claro que 
muitas outras modificações ainda terão que ser feitas, e para isso continuaremos 
a contar com as valiosas sugestões, ideias e críticas construtivas de professores, 
colegas e alunos, aos quais ficaremos sempre muito gratos. 

Neste volume, no Cap. 1, estudamos as funções de várias variáveis reais a 
valores vetoriais com relação a limite e derivação parcial. São vistos ainda os 
conceitos de rotacional e de divergente de um campo vetorial. Nos Caps. 2 a 5, 
estudamos as integrais duplas e triplas. No Cap. 6, introduzimos o conceito de 
integral de linha e no Cap. 7 estudamos os campos conservativos. O Cap. 8 é 
dedicado ao Teorema de Green no plano. Os conceitos de área de superfície e de 
integral de superfície são abordados no Cap. 9. Os Caps. 10 e 11 são destinados 
aos teoremas da divergência (ou de Gauss) e de Stokes no espaço, 
respectivamente. Os teoremas da função inversa e da função implícita são 
tratados no Apêndice 4. 

Mais uma vez, queremos agradecer às colegas Zara Issa Abud, pela leitura 
cuidadosa do manuscrito, pelas várias sugestões e comentários, que foram muito 
importantes, e a Myriam Sertã Costa pela inestimável ajuda na elaboração do 
Manual do Professor. Queremos ainda lembrar que muitos foram os colegas, 
professores e alunos que, com críticas e sugestões, contribuíram para o 
aprimoramento das edições anteriores: a todos os meus sinceros agradecimentos. 


Ao Ciro Ghellere Guimarães um agradecimento especial pela elaboração da 
maior parte das figuras tridimensionais do livro. Finalmente, agradecemos à 
Editora LTC pelo excelente trabalho de editoração e divulgação, bem como pela 
forma cordial com que sempre nos tratou. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 
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= Manual de Soluçõoes (restrito a docentes) 


O acesso ao material suplementar é gratuito, bastando que o leitor se cadastre 
em: http://gen-io.grupogen.com.br. 
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FUNÇÕES DE VÁRIAS VARIÁVEIS 
REAIS A VALORES VETORIAIS 


1.1. FUNÇÃO DE VÁRIAS VARIÁVEIS REAIS A 
VALORES VETORIAIS 


Sejam n e m dois naturais diferentes de zero. Uma função de n variáveis reais 
a valores em Rm é uma função f: A > Rm, onde A é um subconjunto não vazio 
de Rn. Uma tal função associa a cada n-upla ordenada (x,, X>, ..., X,) € A um 
único vetor f (x,, X>, ..., Xn) pertencente a Rm. O conjunto A é o domínio de f. A 
imagem de fé o conjunto 


Imf=f(x, X» <- Xn) € Rm] (x, ..., Xa) E A}. 


A imagem de f será, também, indicada por f (A). Se B for um subconjunto de 
A, indicaremos, ainda, por f (B) o conjunto de todos f (x4, X», ..., X,) com (X4, X>, 
..., Xa) € B; diremos, então, que f transforma o conjunto B no conjunto f (B) C 
Rm. As palavras transformação e aplicação são sinônimos de função. 


EXEMPLO 1. f: R? > R’ dada por f (u, v) (x, y, z) onde 


é uma função com domínio R° e com valores em R°. Esta função transforma o 
par ordenado (u, v) na terna (u, v, u? + v”). A imagem de f é o conjunto ((u, v, u” 
+ y”) | (u, v) € R°} que é igual a {(x, y, z) E R? |z = xX + y’, (x,y) € Rº. 


A imagem de f coincide, então, com o gráfico da função dada por z = x + y”. 


xX 
f transforma o plano uv no paraboloide z = xº + y” 
E 


EXEMPLO 2. (Coordenadas polares.) Seja a função q (0, p) = (x, y) dada por 


a) Desenhe o conjunto y (B) onde B é a reta p = 2. 
b) Desenhe o conjunto q (B) onde B é oretângulo0<p<2e0<0<27. 


Solução 


a) y (B) é o conjunto dos pares (x, y), com x = 2 cos 8 e y = 2 sen 0; q (B) é, 


então, a circunferência de centro na origem e raio 2. 


=2 (2 cos 9, 2 sen 0} 


ọ transforma a reta p = 2 na 
circunferência x = 2 cos 0, y = 2 sen 0 


b) Fixado p em ]0, 2], quando 6 varia de O a 2n , o ponto (p cos 6, sen 0) 
descreve a circunferência de raio p e centro na origem. A q transforma, então, o 
retângulo 0 < p < 2, 0 < 0 < 27 no círculo de raio 2 e centro na origem. Observe 
que ọ (0, 0) = (0, 0) para 0 < 8 < 27. 


N 


y transforma o retângulo 0 < O < 27, 
0 <p <2, no círculo x° + y° < 4 


Seja y : Q C R? > R° dada por (x, y) = q (u, v) e seja (uo Vo) € Q. Fixado 
Vo, podemos considerar a curva, no parâmetro u, dada por 


a uo q (u, vo). 


Referirnos-emos a ® como curva v,-constante. Do mesmo modo, podemos 


considerar a curva u,-constante: v œ% q (uz, V). 


vo -constante 


y (u, vo) 


Quando (up, v) varia em Q, q (Uo, V) descreve a curva u,-constante. 


Quando (u, v,) varia em Q, q (u, vo) descreve a curva v,-constante. 
E 


EXEMPLO 3. Seja (x, y) = ọ (u, v) dada por 


px =u 
ly = u? + y? 


com (u, v) € R°. 


a) Desenhe as curvas v = 1 constante e u = 1 constante. 
b) Desenhe a imagem de q. 


Solução 


a) Para v = 1, (x, y) = (u, u? + 1). Quando o ponto (u, 1) descreve a reta v = 1, (x, 
y) = (u, u? + 1) descreve a parábola y = x° + 1. Para u = 1, (x, y) = (1, 1 + v?). 
Quando (1, v) descreve a reta u = 1 o ponto (x, y) descreve a semirreta ((1, y) € 
R?] y > 1). 


C curva u = 1 constante 


~> curva v = 1 constante 


b) Para cada k constante, y transforma a reta v = k na parábola y = x? + k”. Assim, 
a imagem de q é o conjunto de todos (x, y) tais que y > x”. 


q transforma o plano uv no conjunto de todos (x, y) tais que y > x° 
E 


EXEMPLO 4. Considere a transformação (u, v) = q (x, y) dada por 


[EE 
W=x+y 


com1<x+y<2,x>0e y > 0. Desenhe a imagem de q. 


Solução 


Observamos, inicialmente, que para cada k, com 1 < k < 2, q transforma o 


segmento x + y = k, x 2 0 e y > 0, no segmento de extremidades (—k, k) e (k, k). 


y 
Observe: 4x = 0 e y = k => (u, v) = (—k, k) 
eterns v) = (k, k) 


A imagem de q é, então, o trapézio de vértices (-1, 1), (1, 1), (2, 2) e (~2, 2). 


Exercícios 1.1 


1. Considere a transformação (x, y) = q (0, p) dada por x =p cos0ey =p 
sen 8. Desenhe o conjunto y (B) onde B é o retângulo 1<p<2,0<0< 
27. 


2. Considere a transformação y de R? em R? dada porx=u+vey=u-v. 


10. 


11, 


Desenhe q (B) 


a) sendo B a reta v = 0. 
b) sendo Bo quadrado O<u<1,0<v<1. 


Mostre que a transformação q do exercício anterior transforma o círculo 
u + y" <r’ no círculo x” + y” < 2r’. 


Seja f a transformação de R? em R? dada por (x, y, z) = (u + v, u, v). 
Mostre que f transforma o plano uv no plano x-y — z =. 


Seja f (u, v) = (u, v, 1- u - v), comu>0,v>0eu+vs< 1. Desenhe a 
imagem de f. 


Seja o (u, v) = (x, y, Z), com x = u cos v, y =u sen vez =u. 


a) Mostre que a transformação o transforma a reta u = u; (u, = O 
constante) numa circunferência. Desenhe tal circunferência no caso 
| 
ESS. 
L | > 
b) Mostre que o transforma a reta v = v, (v, constante) numa reta (no 
espaço xyz) passando pela origem. 


c) Desenhe o (B) onde B é o retângulo O<u<1e0<v<2r. 


Seja o (u, v) = (x, y, Z), com x = u cos v, y = u sen v e Z =u”. Mostre que o 
transforma a faixa u > 0, 0 < v < 27, no paraboloide z = x° + y”. 


. Desenhe a imagem de o (u, v) = (cos v, sen v, u), com 0<u<1e0<v< 


211. 
i | > > 
Desenhe a imagem de ø (u, v) = (u, v, y1—u2 — v? ), comu + v^ = 1. 


Seja o (0, p) = (2 p cos 6, p sen 6). Mostre que o transforma a reta p = 1 
numa elipse. Desenhe tal elipse. 


Seja o a transformação do Exercício 10. Desenhe o (B) onde B é o 


12. 


13. 


14. 


retângulo O0 <p < 1,0 <0<2n7. 


Seja o(u, v, w) = (u cos v, u sen v, w,O<u<1,0<v<2ne0<w<l. 
Desenhe a imagem de o. 


Seja o a transformação do exercício anterior. Verifique que o transforma 
o retângulo 0 <u < 1,0 <v <2rnrew = 1, em um círculo. Desenhe tal 
círculo. 


(Coordenadas esféricas) Seja P = (x, y, z) e considere a terna (0, p, q) 
onde 0 é o ângulo entre o semieixo positivo Ox e o vetor OR, = (x, y, 0), 
p o comprimento do vetor Qp e y o ângulo entre o semieixo positivo Oz 
e o vetor "pp. Os números 6, p e y são as coordenadas esféricas do 
ponto P. Verifique 


que as coordenadas esféricas (0, p, y) relacionam-se com as cartesianas 
do seguinte modo: 


[x = p sen p cos 8 
<y = p sen q sen 6 


[Z = p cos e. 


15. Considere a transformação o (0, p, q) = (x, y, zZ) onde x = p sen q cos 0, y 
= p sen ọ sen b e z = p cos q. 


a) Desenhe o (B) onde B é o conjunto p = p; (p, > O constante), O < 0 < 
Z2ne0<p<. 

b) Desenhe o (B) onde B é o paralelepípedo O<p<1,0<02ne0<gp< 
TT. 


1.2. CAMPO VETORIAL 


Seja A C Rn e consideremos uma transformação F de A em Rn. Muitas 
vezes, levando em conta o significado físico ou geométrico de F, será 
conveniente interpretar F (X), X € A, como um vetor aplicado em X. Sempre que 
quisermos interpretar F (X) desta forma, referirnos-emos a F como um campo 
vetorial e utilizaremos, então, a notação FP: 


EXEMPLO 1. Represente geometricamente o campo vetorial F dado por F (x, 
WE 


Solução 


F (0,0) [eo 


(x, y) 


Trata-se de um campo vetorial constante; este campo associa, a cada ponto (x, y) 
de R?, o vetor j = (0, 1), aplicado em (x, y). 


EXEMPLO 2. Faça a representação geométrica do campo vetorial 
— > — 
F(xy=xt +y ja 


Solução 
> ma - ] E 
LE (ev) ll = |x? + y? ; segue que a intensidade do campo é a mesma nos 
pontos de uma mesma circunferência de centro na origem. Observe que a 


intensidade do campo no ponto (x, y) é igual ao raio da circunferência, de centro 
na origem, que passa por este ponto. 


Exercícios 1.2 


1. Represente geometricamente o campo vetorial dado. 


— 3 > 
a) v x,y) 5x j 

> > -> 
b) kh (xy) 5 i+ j 

— — — => — — — 
c) F (x,y)=—y i +x j (Observe: (x i +y j)"(-y i +x j)=0) 


a = 
drp =a =A 7,ix1<1. 


= x e y 
e) Fx, y) == it i 
pal 2 9 2 
VA + y yx + y 
= —y e X p 
f vix, y =- i +- j 
A] x? + y? J x2 + y? 
E E dt ps 
ER =" 
x? + y? x? + y? 


2. Considere o campo vetorial F (xy) = 7 +(x— y) E Desenhe F (x, y) nos 


pontos da reta 


a) y=xb)y=x-1c)y=x-2 


10. 


. Considere o campo vetorial Ds (x, y)=; +Xy E Desenhe g (x, y) nos 


pontos da hipérbole xy = 1, com x > 0. 


. Seja  = V f, onde f (x, y) = x + 2y. Desenhe È (x, y), com (x, y) na reta x 


+ 2y = 1. 


. Seja F = V ọ, onde q (x, y) = y — x°. Desenhe F (x, y) com (x, y) na 


parábola y = x”. 


. Seja $ = V f, onde f (x, y z) = x° + y” + 7”. Desenhe F (x, y, z), com x° + 


y +Z=1,x>0,y>0ez>0. 


À Seja F = V f, onde f (x,y z)=x +y +z. Desenhe F (x, y, 2), com x + y + 


z=1,x>0,y>0ez>0. 


. Seja V (x, y) = x° + y”. Desenhe um campo F (x, y) para o qual se tenha V 


V(x, y) F y) <0. 


. Sejam Ve p como no exercício anterior. Seja y (t) = (x (0), y (0), t € I, 


uma curva tal que, para todo t no intervalo I, y? (t) = F (y (9). Prove que 
g (© = V (y (t)) é decrescente em I. Conclua que se y (to), t, € I, for um 
ponto da circunferencia x° + y” = r°, então, para todo t > t, t € I, y (O 
pertencerá ao círculo x° + y” < r°. Interprete geometricamente. 


Sejam V (x, y) = x° + y* e F (x, y) =P (x,y) F +Q (x,y) j, comPeQ 
contínuas em R°, tais que, para todo (x, y) % (0, 0), V V (x, y) : F (x, y) < 
0. Seja y (t) = (x(0), y (1) = (0, 0), t = 0, tal que y’ t = F (y (0). 


a) Prove que g (t) = V (y (t)) é estritamente decrescente em [0, +oo[. 
Interprete geometricamente. 

b) Sejam T, r e R, com T > 0 er R, reais dados. Suponha que r < || y (t) || 
< R para todo t em [0, T]. Seja M o valor máximo de f (x, y) = V V (x, 
y) F (x,y) na coroa r° < x° + y” < R”. (Tal M existe, pois f é contínua e 
a coroa um conjunto compacto.) Prove que, para todo t em [0, T], 


t 
Í VVI : y (t) dt = M t 
0 


e, portanto, para todo t em [0, T], 
VyOO)-Vy(oO)<Mt 


c) Utilizando a última desigualdade do item b e observando que M < O, 
prove que y (t) não pode permanecer na coroa r° < x? + y” < R° para 
todo t > 0. 


d) Prove que lim y (y (t) existe e é zero. 


t= +o 


e) Prove que lim y (t) = (0, 0). Interprete geometricamente. 


t= + 
11. Seja y (t) = (x (t), y (t)) e suponha que, para todo t > 0, 
fà © = -y (t) — (x (0)? 


lyO=x0-0 07. 


Prove que y (t) tende a (0, 0) quando t > + oo, (Sugestão: Utilize o exercício 
anterior.) 


1.3. ROTACIONAL 


Consideremos o campo vetorial F (x, y, z) =P (x, y, z) 7 + Q (x,y,z) j +R 
(x, y, z) definido no aberto Q C R°. Suponhamos que P, Q e R admitam 
derivadas parciais em (2. O rotacional de Fo que se indica por rot F é O Campo 
vetorial definido em e Q dado por 


EEN A LA EA ps 


A dz Ox)" 


—> 
rot F = 


\ oy OZ j 


| dx ð y) 


A expressão acima pode ser lembrada facilmente representando-a pelo 
“determinante”: 


— a 

o o o 
ER E E A 
dx dy dz 
F OO R 

ð ð = ð dls ð ð -5 

=|ðy ðz|İ—|əx z| J +t|ðx ðy|k- 

Ò R P R P 0 


Os “produtos” que ocorrem nos “determinantes” de 2.º ordem devem ser 
ð 
interpretados como derivadas parciais: por exemplo, o “produto” de y POr Réa 
OR 
derivada parcial E 


Podemos, ainda, expressar rot F como um “produto vetorial”: 


— — 
rot F =YV A-F 


3 > y — rs 

o. E d 

onde V== ¡+= j+— k. 
dx dy Óz 


Consideremos, agora, o campo vetorial de Q C R° em R?, Q aberto, dado 
por F (x, y) =P (x,y) y + Q(x, y) j e suponhamos que P e Q admitem derivadas 
parciais em Q. Neste caso, o rotacional de F é a transformação de em Q R* dada 
por 


i j k 
E 1 ð ð 
rot F — Ea AÑ ¿Es 
dx dy dz 
P Q Q 
_(2Q_2P\? 
| OX dy ) 


EXEMPLO 1. Seja È (x, y, Z) = xy [ + yZ j +xyz 4 - Calcule rot F. 


Solução 
> > > 
Ed $ > > > 
— 
rt F=- 2 2 2|=(xz-2yz) i +(0-y) j +(0-—x) k 
dx dy dz 
XY yz? XYZ 
ou seja 


rotp=2(x-2);-yzj-xp. 
E 


EXEMPLO 2. Seja F (x,y) = Q(x, y) = Suponha que, para todo (x, y) € R?, 


IO 
ra 
dx 


a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. 
b) Calcule rot p. 


Solução 


ðQ z f a 
a) Como, para todo (x, y), = (x, y) = 0, segue que Q não depende de x, isto é, 
A 


Q é constante sobre cada reta paralela ao eixo x. 


-— y 
_—— 
—_—> 
e 

——A —— > 
— k 
-o A 
em 


RR 


O campo acima satisfaz as condições dadas. Sugerimos ao leitor desenhar 
outros campos que satisfaçam as condições dadas. 


) 
b) rot F (Xx, y) = = (x, y) E = RE para todo (x, y) € R. 
Dx 


EXEMPLO 3. Seja F (x,y) = Q(x, y) E Suponha que, para todo (x, y) € R?, 
JO 
Te x, y) > 0. 

OX 

a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. 
b) Calcule rot p. 


Solução 


a) Segue da hipótese que, para cada y fixo, a função x œ Q (x, y) é estritamente 
crescente, isto é, Q (x, y) é estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo 
X. 


IQ 
b) rot P y) = ŽE y) P + T para todo (x, y). 


Consideremos, agora, um fluido em escoamento bidimensional com campo 
de velocidade E (x,y) = Q (x, y) F Fi (x, y) é a velocidade com que uma 
partícula do fluido passa pelo ponto (x, y).) Observe que as trajetórias descritas 
pelas partículas do fluido são retas paralelas ao eixo y. Suponhamos que rot = 

JO 
(x, y) 4 (0, 0). Para fixar o raciocínio, suporemos Q (x, y)0 > e = (x,y) > 0.0 
a 


campo de velocidade EE (x, y) tem, então, o aspecto daquele do exemplo 
anterior. É razoável esperar, então, que “qualquer pequena coisa” (com a forma 
de um pequeno disco) que flutue sobre o fluido gire à medida que se desloca 
sobre o fluido. 


O situação no instante 1 + Ar 


€...3 situação no instante 1 
“a 


Consideremos novamente um fluido em escoamento bidimensional com 


campo de velocidade 
FEP RYT ty) j. 


As componentes P e Q são supostas de classe C!. 


Nosso objetivo a seguir é dar uma interpretação para a componente 


ðQ áP l 
—= — — do rotacional de 7”. 
ðX dy y 


Sejam A e B duas partículas do fluido e suponhamos que no instante t, elas 
ocupem as posições (Xə Yo) € (Xo + h, Yo) respectivamente, com h > 0. 
Indiquemos por A(t) e B(t) as posições ocupadas pelas partículas num instante t 


qualquer. 


y Trajetória descrita por A 


Seja On (t) o ángulo (medido em radianos) que o segmento de extremidades A 
(t) e B (t) forma com o segmento de extremidades A (ty) = (Xo Yo) € B (to) = (Xo + 
h, yo). (O sentido positivo para a contagem do ángulo é o anti-horário.) Façamos 


A(O = (xı (0, yı (©) e B (1) = (xo (0), y, (0). 
Seja ô (t) a distância entre A (t) e B (t). Observe que, no instante t,, ó (to) = h. 


y 


Temos: 


ô (t) sen On (t) = y, — (£) = y, ©. 
Derivando em relação a t, obtemos: 
D ô (t) sen 0} (1) + 8 (1) Ôn (1) cos 0, (D) = Y (D— My (0. 
No instante t) temos: 
O) O, (tp) = 0, ô (tp) = h, y2 (tp) = Q (xo + h, yo) e yi (to) = Q (Xp, Yo). 


Observe que y, (ty) é a componente vertical da velocidade de B no instante ty; 
logo, 


y, (to) = Q (xo + h, yo). 


Da mesma forma, 


Yı (to) = Q (xo Yo). 
Substituindo (2) em (1) vem: 


_ Q (xo + h, yo) — O (xo. yo) 


O Ôh (fo) 
h 


que é a velocidade angular do segmento de extremidades A (t) e B (t), no 
instante to. 
Segue de ®© que 


. ðQ 
lim 6, (to) = — (Xp. Vo). 
h50 didi dx nd 


Assim, para h > O suficientemente pequeno, 


» ðQ 
(4) 0), (to) = e (Xo Yo). 


Observamos que se o movimento for rígido (isto é, a distáncia entre as 


partículas mantém-se constante durante o movimento) e com velocidade angular 
œ, então, para todo h > 0, 


On (t0) =% 
e, portanto, 


90 
= — (Xo; Yo). 
9x 0» »0 


Consideremos, agora, uma outra partícula C que no instante tọ ocupe a 
posição 


C (to) = (Xo Yo + K). 


No instante to, C (to) = (Xo Yo + K) e A (to) = (Xo Yo). Façamos C (t) = (x, (©, yz 
(t)). Sendo ó, (t) a distância entre C (t) e A (t), vem: 


à, (£) sen qu (t) = x; (1) = x; (0). 


Deixamos a seu cargo concluir que 


pk (to) = — 
Pk o k 


e, portanto, 


lim z(t pte (Xo, Yo) 
un PESO Jy Xo» Yo). 


Para k suficientemente pequeno 


+ 3 ðP 
6) Pk (t0) = Re (Xo; Yo) 
dy 


Segue de (4)e 6) que, para h e k suficientemente pe- 
quenos, a soma das velocidades angulares, no 
instante fo, dos segmentos de extremidades A (1) e 
B (t), A (t) e C (f) é aproximadamente 


PE i y TRLN vo) 
$e X0, YO Jy X0, Vo). 


Observamos que chegaríamos ao mesmo resultado obtido acima se, no 


instante to, os vetores B (to) — A (to) e C (to) — A (to) fossem ortogonais, mas não 
necessariamente paralelos aos eixos coordenados. (Veja Exercício 7.) 
Se o movimento for rígido com velocidade angular œ, teremos 


ðQ ðP 1100 ðP 
2w = — (xp, yo) — — (x0, Yo) ou w = — | — (xo, Ya) — — (Xa, Yo) |. 
sã 0» YO Jy 0» YO a E 0» Yo Jy 0» Yo 


EXEMPLO 4. Suponhamos que a representação geométrica do campo E; (x, y) 


tenha o seguinte aspecto. 


Observe que as trajetórias descritas pelas partículas são retas. O segmento de 
extremidades A e C desloca com velocidade angular nula, enquanto a do 
segmento AB é não nula. Devemos esperar então rot ES É er 

Seja F :Q C R” > R'(n=2,3) um campo vetorial qualquer; dizemos que 


F é irrotacional se e somente se rot F = 0 em Q. 


> > > 
F irrotacional S rot F = 0. E 
EXEMPLO 5. Considere o campo vetorial 
> Fi > > — 
F (x,y) = — = onde r =x i +y j 
I r 1? 
a) Desenhe o campo. 
b) Verifique que F é irrotacional. 
Solução 
Es l 
a)! F (x, y) == que significa que a intensidade de 7 em (x, y) é o inverso 


Il r Il 
da distância deste ponto à origem. Observe que a intensidade de F é constante 


sobre cada circunferência de centro na origem. O sentido de F (x, y) é do ponto 


(x, y) para a origem. 


Na situação (1), o segmento determinado pelas partículas A e B se desloca com 


velocidade angular positiva (sentido anti-horário), enquanto o determinado por A 
e C se desloca com velocidade angular nula. Na situação (2), o segmento 
determinado por A e B se desloca com velocidade angular nula, enquanto o 
determinado por A e C se desloca com velocidade an gular negativa (sentido 
horário). É razoável, então, esperar que F seja irrotacional (por quê?). E de fato 


O é, pois: 
— a -=> 
i j k 
E ð ð ð 2xy 2xy e FER 
dl eos E | (e gd | aa 
dx dy dz (x +y*) atty F 


EXEMPLO 6. Considere um fluido em escoamento bidimensional com campo 
de velocidade E (Ay) = y i tX F Calcule rot = e interprete. 


Solução 


O escoamento não é irrotacional, pois, 


Es ð ð > => 
rot Y 6) |: A (| E =k; 
ðX ð y 


Observe que E; (x, y) é tangente, em (x, y), à circunferência, de centro na 
origem, que passa por este ponto. As partículas do fluido descrevem 
circunferências de centro na origem. A velocidade escalar da partícula que se 
encontra na posição (x, y) é lv (x, y) ll= ax? + y?. Segue que a velocidade 
angular da partícula que se encontra na posição (x, y) é 1 (radiano por unidade de 
tempo): todas as partículas do fluido estáo girando em torno da origem com a 
mesma velocidade angular. Trata-se de um movimento rígido com velocidade 
angular 1. 


Observe que o círculo A gira em torno da origem, com um movimento de 
rotação em torno do seu próprio centro. 


Exercícios 1.3 2 


1. Calcule o rotacional. 


: > a A 
Cy =EYIAE 
> > 

wy =y zr 7 


MESA Mi AL NA 
II 
+ 
+ 
5 


f — > > 
2. Considere o campo de força central g (x, y) =f rl) r onde f:R > R 


r ~ 7 —> E — 
é uma função derivávele 7 =x 7 +y j. Calcule rot y. 


3. Seja y: Q C R? > R, Q aberto, de classe C”. Verifique que o campo 
vetorial F = V q é irrotacional. 


4. Considere o escoamento bidimensional na região Q = {(x, y) € R*|-3< 


> PU a 
x<3,y € R} com velocidade v (x, y) = | | — ry | f: 
| 9 ) 


a) Desenhe tal campo de velocidade. 
b) O escoamento é irrotacional? 


. Considere o escoamento bidimensional 


a) Desenhe tal EO: 
b) Calcule rot 7? e interprete. 


. Considere o escoamento 


— i — 


= x 
v (X,Y)= 


zaa O E RP] 
aty y mety 
onde « > é uma constante. Verifique que rot `, Targ y Paraaž1. 


Seja p =P; + Q j um campo vetorial de Rê em Rº, com P e Q 
diferenciáveis. Sejam E =cosa;+sena j e E =- sena ¡ + cosa ri 
onde a % O é um real dado. Seja (s, t) as A de (x, y) no sistema 
de oa (0, , Rd E): Assim (x, y) =s 7 + 3. Observe que (x, y) 


=8 Ela ea ES Gia a 


a) Mostre que 


— — — 

F (x, y) = [P (x, y) cos a + Q (x, y)sena] u + [Q (x, y) cos a — P (x, y) sena] v 
b) Seja 

— = — 


F1 (s, t) =P, (s, 1) u + Qi (5,1) v 


P; (s, t) = P (x, y) cos a + Q (x, y) sen a 


Qı (s, t) = Q (x, y) cos p -= P (x, y) sen a 
com x = s cos a — t sen q e y = s sen q + t cos q. Mostre que 


90) OP ðQ ð 
EnS AS) ra NA Y) 


às ot 9x Oy 


onde (x, y) = s E + ty. Interprete. (Observe que 1 (s, ) = F (x, y) 


onde (x, y) =s  +t 7.) 


1.4. DIVERGENTE 


Seja F = (F, F,, ..., F,) um campo vetorial definido no aberto Q C Rn e 
suponhamos que as componentes F,, F,, ..., F, admitem derivadas parciais em 
Q. O campo escalar 


. — a 3 
div F : Q > R 
dado por 
—+ a e 
FF FF FF, 
div P=4=24 ¿4 L 
x] ðX Ô Xn 


denomina-se divergente de F- 

A notação V. È é frequentemente usada para indicar o divergente de È; 
Ç F q p F 

interpretamos V. È como o “produto escalar” do vetor 
p F p 

(ð ð d ) : 

V=| —, —o.... - | pelo campo vetorial (F, F, ..., F), onde o 
øx dx Ds q q n 


a 4 
“produto” de ax, Por F deve ser entendido como a derivada parcial E : 
X; i Xi 


PR o ai 8 
ð Xl ðX A Xn 


O símbolo V q já foi utilizado anteriormente (Vol. 2) para representar o 
gradiente do campo escalar ọ : Q C Rn > R: 


vo-| 2P dp op 
“OX ðX Xn 


Deste modo, o gradiente, divergente e rotacional podem ser representados 
simbolicamente pelos “produtos” V q, V . F eVA È respectivamente. 

Vamos destacar, a seguir, as expressões do divergente nos casos n = 2 e n = 
3. Se 


— >) EF 
F (xy)=P(xy) i FOGY j 


então 
+ a a 
JP 10 
div F (x, y)= pe 11,1) + Ed (x, y). 
dx dy 
Se 
> > — > 
FOAyI=P 0D ¿ OEZ RONDA 
entáo 


ðQ ðR 


e E ðP ( 
div F (x, y, z) = — (x, y, z) + — (x, y, Z) + (5, y Z) 
i ðX j ðy i 


7 4, 


2: =D 


EXEMPLO 1. Seja p (xy Z) = Ê +27); -y j+(0x+3y+ 27) E: Calcule 


o 
div F- 


Solução 


Pa J J i > 
Z (x2? +z) +— (=y? ) + — (2x + 3y +25) 
IX ðy z 


( 
div F (x,y, 7) = 
ð 


O. 
= 2x — 2y + 2z. 


Assim 
-> 
div F (x y, 2) = 2x— 2y + 27 a 
NÃO SE ESQUEÇA: div F (x, y, z) é número. 


EXEMPLO 2. Calcule V. V q, onde q (x,y) =x"). 


Solução 
J o > > > 
vp=%É a j =2xy i Fx“ j 
dx d 
) ð 
V-Vo= n (2xy, x?) 
dx dy 
ð ð 
= — (2xy) += (1?) 
OX dy 
= 2y 
Assim, 


V- V ọ = 2y div (V q). 


Consideremos o campo escalar q: Q C R” > R e suponhamos que y admita 
derivadas parciais até a 2.º ordem no aberto C. O campo escalar 


Vo: -> R 
dado por 
Vo=V-Vo 


denomina-se laplaciano de q. Assim, o laplaciano de py nada mais é do que o 


divergente do gradiente de y. Como 


À 0X| dx? Xn J \ 0X] ðX? d Xn Fi 
== o 
óx? 0x5 Ox; 


9? 72 9? 
RA y A = 
øx 0X5 öxi 


EXEMPLO 3. Seja q (x, y, z) = x? + y” + z°. Calcule o laplaciano de q. 


Solução 


EXEMPLO 4. Seja F (x,y) = Q (x, y) Fê Suponha que, para todo (x, y) € R?, 
10 

e RITO 

O y 

a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. 

b) Calcule div F. 


Solução 


a) Segue da hipótese que, para cada x fixo, a função y œ Q (x, y) é estritamente 
crescente, isto é, Q (x, y) é estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo 
y. Os campos dados a seguir satisfazem as condições dadas. 


EXEMPLO 5. (Interpretação para o divergente.) Consideremos um fluido em 
escoamento bidimensional com campo de velocidade 

=> > > 

v(xy=P(xy ¿+00 j 


onde P e Q são supostas de classe C!. Consideremos um retângulo de lados 
paralelos aos eixos e de comprimentos h e k suficientemente pequenos. 


O fluido que no instante tọ encontra-se no retângulo ABCD, no instante tọ + 
At encontrar-se-á no “paralelogramo curvilíneo” A,B,C,D,. Indiquemos por V (to 
+ At) a área ocupada pelo fluido que, no instante t,, ocupa o retangulo ABCD. 
Temos V (to) = hk. A seguir, vamos avaliar V (ty + At), para At suficientemente 
pequeno, onde V (tọ + At) é a área do “paralelogramo curvilíneo” A,B,C¡D.. 
Como estamos supondo h, k e At suficientemente pequenos, a área do 
“paralelogramo  curvilíneo” A,B,C,D, é aproximadamente a área do 
paralelogramo determinado pelos vetores A,B; e AD; “Temos: 


P (xo + h, yo) = P (Xo. Yo) + h E (xo; Yo), 
x 
O Q Go + h, yo) = Q Co, Yo) +h — Goo) 


P 
P (xo, Yo + k) = P (xo, Yo) + k tE (xo; Yo) 
Y 


O (x0: Yo + K) = Q (xo. yo) + k Em (xo, Yo). 


O (xo, Yo + k) — O (xo, yo) 


> 0Q ; 

Obser . — (Xp, Yo = lim Daí 
(Observação Sê 0» Yo) go k aí para k 
suficientemente pequeno 

ð 5 e s N + k = s s Y 


Temos, também: 


— 
A, = (Xo + Ar P (Xp, Yo)» Yo + At Q (xo Yo)) = Ao Yo) + v (xo Yo) åt, 


© B4 = (xo + h + At P (xo + h, Yo), Yo + At Q (xo + h, Yo)) 


e 
D, = (Xo + Àt P (Xo Yo -+ K); YO + k + At O (Xp» YO =P k)). 
De (1) e O) resulta: 
B, ei Aj = (h + hAt pe (Xo; Yo). hAt 9Q (Xo; Yo)) 
ðX ðX 
e 


ðP ðQ | 
D, — A, = (kåt — (Xp, Yo). k + kåt — (Xp. Yo)). 
1 l Er 0 Yo ¿y 00) 


Sabemos da geometria que a área do paralelogramo determinado pelos 
vetores e é a norma do produto vetorial A Temos 
AB; € AjD P AjB¡ + A Dp 


—> 


-— -> 
a i 5 j a k 
pe J 
A Bı A AD = |h+håt E (xo, yo) hÃt pub (xo, yo) 0 |= 
x dx 
kåt yr (xo, yo) k + kåt 92 (xo, yo) 0 
dy dy 


sol 


IP 
hk + hkåt ôg (xo, yo) + hkåt ae (xo, yo) 
| dy ` ðx ` 


> | áP å áP å P 
+ hk (Ary? — (xo. ye (0,10. E des yo) | k. 
Óx Oy ðy ðX | 
Assim, 


) 
V (to + At) = hk + hkåt _ (xo, Yo) + hkAt e (xo, Yo) 
x y 


w AE ð ðP OR 
+ hk (At)? | — (xo, yo) “a, Yo) — — (X0; vo) 22 (xo, Yo) | 
ðX dy dy dx 


Como V (t) = hk, é razoável esperar que 


P ðQ 
(xo, va) + — (x0, Yo) 
Em 0» YO dy 0» YO | 


+ na 
lim y rro) MoA Y 00) == V (tp) | e 
Ar=0 At 


ou seja, 
o VMto+HAD-V(to) a 
lim ——— 2 = V (to) div v (xo. vo). 
Ar=>0 At p rm 


e, portanto, 


ER é 
div v (xo. Yo) = 


V'(to ) 


/ (fp) 


Podemos, entáo, interpretar div E (x, Yo) como uma taxa de variação de 
área por unidade de tempo e unidade de área no ponto (Xo, yo). 

Suponhamos h, k e At positivos e suficientemente pequenos. Se div E (Xy 
Yo) > 0, devemos esperar V (ty + At) > V (to), isto é, a área está aumentando. Se 
div E (Xy Yo) < 0, devemos esperar V (t, At) < V (to), isto é, a área está 


diminuindo. (Veja Apêndice 3.) 
E 


EXEMPLO 6. Suponha que o campo E (x, y) tenha o seguinte aspecto: 


a 4 4 1! 


As velocidades das partículas que se encontram sobre o lado DC sáo iguais entre 
si e maiores que as velocidades daquelas que se encontram sobre o lado AB. As 
partículas que no instante t ocupam o retángulo ABCD, no instante t + At, com 
At > 0, deverão ocupar um retângulo de área maior. Devemos esperar então div 
7 &y)>0. 


EXEMPLO 7. (Equação da continuidade.) Considere um fluido em escoamento 
num aberto Q do R*, com velocidade E (x, y, z, t) no ponto (x, y, z) e no instante 
t, com t num intervalo aberto T. Seja p (x, y, z, t) a densidade do fluido no ponto 
(x, y, Z) e no instante t. Suponha que as componentes, de E; e p sejam de classe 
C'. Admita, ainda, que em Q não haja fontes nem sorvedouros de massa. Mostre 
que é razoável esperar que E e p satisfaçam a equação 

p 


CRE Y 
div (p v)+t— =0 
dt 


onde o divergente deve ser calculado em relação às variáveis x, y, z. (Neste 
exemplo, a velocidade no ponto (x, y, z) depende do tempo. Sugerimos ao leitor 
dar exemplo de um escoamento em que a velocidade no ponto (x, y, z) esteja 
variando com o tempo.) 


Solução 


Consideremos o campo vetorial dado por 


> > 
u (X,Y,7,1)=p1X, y, 2,1) Vv (y, 7 £) 


> > > 

com u =u] i tu j +uxz k, onde uy = P V1, ih = P V e i3 = p v3, sendo v;, V2 e 
> 

vz as componentes de v. 


Imaginemos em Q um retângulo paralelo ao plano xz, centrado no ponto (x, 
y, z), e de lados Ax e Az. Observe que uma partícula que se encontra, no instante 
t, sobre o retângulo, no instante t + At encontrar-se-á, aproximadamente, a uma 
distância v, (x, y, Z, t) At do retângulo (para fixar o raciocínio supomos v, (x, y, Z, 
t) > 0). Deste modo, o volume de fluido que passa através do retángulo, no 
tempo At, é aproximadamente v, (x, y, Z, t) Ax Az At e a massa que passa através 
do mesmo retángulo, no tempo At, será, entáo, aproximadamente 


p V, Ax Az At = u, Ax Az At. 


Observe que, sendo v, (x, y, Z, t) > 0, a massa flui da esquerda para a direita; 
se v, (x, y, Z, t) < O então a massa estaria fluindo da direita para a esquerda. 

Imaginemos, agora, em Q, um paralelepípedo centrado no ponto (x, y, Z), 
com arestas Ax, Ay e Az, suficientemente pequenas, e de faces paralelas aos 


planos coordenados. 


Estamos interessados em avaliar a diferença entre a massa de fluido que sai e 
a que penetra no paralelepípedo, na unidade de tempo. No ponto (x, y, z) e no 
instante t a componente do vetor ag na direção a é u, (x, y, Z, t); no centro da 


face BCFE, a componente, na direção ra de 
l du» 


E: é aproximadamente 


ct PA E A ~ > , 
Us + za Ay” e no centro da face AHGD a componente, na direção Es É 
de y 
s di l du 
aproximadamente “o — — — Ay”. 
LL gy 


z 


A massa que passa, por unidade de tempo, através da face BCFE é 
aproximadamente 


(1) u + — — Ay | Ax Az 
À dy 


e que passa através da face AHGD é aproximadamente 


Assim 


du 


(D — D=" FR 


é uma avaliacáo para a diferenca entre a massa que sai através da face BCFE e a 
que penetra através da face AHGD, por unidade de tempo. 
Com um raciocínio análogo sobre as outras faces resulta que 


| ðu ðu dus 


— \ 
div u Ax Ay Az = + — E Ay Az 


Ñ dx id dz 


é uma avaliação para a diferença entre a massa que sai e a que penetra no 
paralelepípedo, por unidade de tempo, no instante t. 
Por outro lado, no ponto (x, y, z) e no instante t, a densidade está variando a 

dp dp 

uma taxa er se E > 0 a massa dentro do paralelepípedo está aumentando a 
O O 

ð 
uma taxa aproximada de a Ax Ay Az, por unidade de tempo; se E < 0, a massa 


dentro do paralelepípedo está decrescendo a uma taxa de 28 Ax Ay Az, por 
dt 


unidade de tempo. 

Como estamos supondo que em Q não há fontes nem sorvedouros de massa, 
e tendo em vista o “princípio da conservação da massa” é razoável, então, 
esperar que 


E óp 
© div u Ax Ay Az = — — Ax Ay Az 


ðt 


ou seja, 


ou, ainda, 


(4) dita no = 


dt 


pois, |, Ef pa: (A razão do sinal menos que ocorre em Q) é a seguinte: se div, E 


> 0 a massa no do paralelepípedo está diminuindo (a massa que sai é maior 
_0p 


ð 
que a que penetra) e, neste caso, deveremos ter = < 0 e, portanto, div ~? É i 
i O 


. Mesma análise para o caso div”, < 0.) 
Se p náo depende do tempo, a dação da continuidade se reduz a 


div pg = 0. 


Neste caso, a massa que sai do paralelepípedo deve ser igual à que penetra. 
Se p (x, y, z, t) for constante (neste caso, diremos que o fluido é 
incompressível) a equação da continuidade se reduz a 


£-0 
y 


div 


quer E; dependa do tempo ou não. Neste caso, o volume do fluido que sai do 
paralelepípedo deve ser igual ao que penetra. (Veja Apêndice 3.) 


CUIDADO. Em ® o divergente deve ser calculado em relação às variáveis x, y e 
Z, isto é: 


— E z 2) 

J J J 
div p v =— (mm ) + — (py)+t— (pva). 

x dy dz 


Exercícios 1.4 


1. Calcule o divergente do campo vetorial dado. 


> > > 


a) v y) E Fx] 
=> > > > 
b) u œ y,z) =x i +y j +zk 
> > ” > 3 n >? F 
SF(xy)=(W—y) i tsena ty) j +arctgz k 
—) ” A » 9 P] F = 
d) Farr) =a ty tratge Fy Fz) k 


2. O que é mais razoável esperar: div”? = 0 ou div 'p # 0? 


3. Considere um fluido em escoamento com velocidade 5; (X, y, Z) = y ra y 
>0, 


a) O fluido é incompressível? Por qué? 

b) Determine p, que só dependa de y, que satisfaca a equacáo da 
continuidade. 

c) Suponha que a densidade p do fluido só dependa de y e de t. Mostre 
que p deve satisfazer a equacáo 


4. Considere um escoamento no aberto Q de Rº, com velocidade T (x, y, 


z), cujas componentes são supostamente de classe C' em Q. Suponha que 


E; derive de um potencial (isto é, que existe q: Q > R, com Vo =" em 


Q). l 


a) Prove que E; é irrotacional. 


b) Prove que se E for incompressível, então V° q = 0. 
5. Calcule o laplaciano da função q dada. 
a) p(x, y) = xy b) e (x,y) = In Q? + y) 


T : b ud 
cio (x,y)= arc tg=,y>0 d) p (x, y) = FT e* TJ 
y 


6. Seja ọ (x, y) = f(x + y”), onde f (u) é uma função real, de uma variável 
real e derivável até a 2.º ordem. Suponha que V° q = 0. 


a) Mostre que uf" (u) = - f (u), u > 0. 
b) Determine uma f não constante, para que se tenha V° q = 0. 


7. q (x, y) é uma função cujo gradiente tem a representação geométrica 
abaixo: 


O que é mais razoável: V° ọ = 0 ou V° q 4 0? 


é > . 
. Seja p =P 7 + Q j um campo vetorial de Rê em Rº, com Pe Q 
. ez . . > — 
diferenciáveis. Sejam 7? = cos a 7 + sena j e? =-sena 7 +cosa j, 


onde a % O é um real dado. Seja (s, t) as coordenadas de (x, y) no sistema 


(0, E o): Assim, (x, y) = S E + ES Observe que (x, y) = s E T e é 
equivalenteax=scosa-tsenaey=ssena+tcosa. 
a) Mostre que 
— — — 
F (x, y) = [P (x, y) cos a + Q (x, y)sena ] u + [Q (x, y)cosa—P(x y)sena] v. 
b) Seja 

Er > > 

A (s,1)=P,(s,f) u +0,(5,0 v 

onde 


P, (s, t) = P (x, y) cos a + Q (x, y) sen a 


10. 


11. 


Q; (s, t) = Q (x, y) cos a — P (x, y) sen a. 
com x = s cos Q — t sen q e y = s sen q + t cos a. Mostre que 


ðP 00) ðP ðQ 
— AS) ESA G a d 
ðs ðt Ox dy 


Interprete. 


Sejam 7, 7 : Q C R? > R? dois campos vetoriais e q: Q > R um 
>> 


campo at Em cada caso, faca hipóteses adequadas sobre P, E 


e prove (suponha 
=> > > 
J +Rk ev =P i E HRK): 
E => 
v)=rotu +rot v 
Mr é — => 
b) div (u + v) =div u +div v 
— — — 
c)divp u = pdivu +Ve: u 
— — — 
d)rotp u=protu + VEA u 
= 
e) div rot u =0 
> — 


> > META 9 3 >) 
f) rot (rot u) = Ẹ (div u) — V^ u, onde V“ u = (V“ P, V‘ Q, VR). 


Seja B = (w,, W» W) um campo vetorial definido no aberto Q de R°. 
Prove que div R: = 0 é uma condição necessária para que exista um 


campo vetorial E = (u,, u,, U,), com componentes de classe C°, em Q, tal 


>_> 


que rot $ = 


Sejam h e G dois campos vetoriais definidos no aberto Q C R°, cujas 
componentes admitem derivadas parciais em Q. Prove que 


> > 


=% => => Y 


12, 


13. 


1.5. 


(Divergente em coordenadas polares.) Seja Q um aberto contido no 
semiplano y > 0 e seja F (x, y) =P (x, y) F +Q(% y) j, (x, y) E Q, com 
P e Q de classe C'. Seja P; (0, p) = P (x,y) e Q, (0, p) = Q (x,y), com x = 
pcos0 e y = sen 6. 


a) Mostre que 


ðP | ðR ðP 
— (x, y) = —— sen 6 — (8, p) + cos 0 — (0, p) 
ôx p óð öp 


ðQ | ðQ ðQ 
Le (x, y) =— cos 8 Rii. (6, p) + sen 8 oe (6, p) 
dy p 00 dp 


com x= p cos ĝe y = p sen 6. 


b) Conclua que 


onde x = p cos O e y = sen 8. 


x l £ = ez 
= | y > 0, onde f (u) é uma função de uma variável real 


Seja e (x,y) = f | 
Dae) 


derivável até a 2.º ordem. Suponha V° q = 0. 


a) Mostre que (1 + ud" (u) + 2u f (u) = 0 
b) Determine uma f para que se tenha V? q = 0, com f não constante 
y 


: ; (u) 
Sugestão. Suponha f'(u) > O e observe que (In f'(u))' = E | 
\ Í '(u) , 


LIMITE E CONTINUIDADE 


Sejam F: A C Rh > Rm, P um ponto de acumulação de Ae L E Rm. 
Definimos: 


|” e > 0,3 ô > 0 tal que, para 
4 todo XEA, 
[o <1X - PII < ô> I F(X)— Ll < e. 


lim F(X)= L “eo 
X =P 


Se P for ponto de acumulação de A, com P € A, definimos: 


F contínua em A => im, F (X) = F (P) 


X > 


Suponhamos F = (F, F», ..., Fm) e L = (L, L,, ..., Lm). Deixamos a cargo do 
leitor provar que m F (X) = L se e somente se Eis F, (X) = L, para j = 1, 2, 
225 M. 
Fica, ainda, a cargo do leitor provar que F será contínua em P se e somente 
se as suas componentes o forem. 


Exercícios 1.5 


1. Prove: 
— — 

a) lim F(X= 0 a lim IF(X)l=0. (0 éo vetor nulo de R”) 
X>P X>P 

by lim F(O=LS lim IF()- Ll =0. 
XxX=P x=P 

c) lim. F(P+H)-=LS lim F(X =L. 
H50 AE 


2. Sejam G:A CR, > RmeF:BC Rmn > Rp, com Im G C B. Suponha 
G contínua em P € A e F contínua em G (P). Prove que a composta H 
(X) = F (G (X)) é contínua em P. 


3. Seja F: Q CR, > Rm e seja P um ponto de acumulação de Q. Suponha 
que exista M > O tal que, para todo X € Q, | F (©) -L||<M||X-P |, 


onde L € Rm é um vetor fixo. Calcule a pF(X) e justifique. 


4. Suponha que m p F (X) = L, com L % 0. Prove que existe r > 0 tal que 


II L II 


9 


O<IX-PIl<r>5IFQ)I> 


1.6. DERIVADAS PARCIAIS 


Seja F : Q C R? > Rm dada por F (x, y) = (F; (x, y), F» (x, y), ..., Fa (x,y) e 
seja (X Yo) E Q. O limite 


ðF a F (xo + h, vo)— F (xo. vo 
O — (xo, Yo) = lim ll a A 
dx h>0 h 


quando existe, denomina-se derivada parcial de F no ponto (xo, Yọ), em relação a 
x. Observe que ® nada mais é do que a derivada, em xo, da função de uma 
variável real a valores em Rm dada por 


X 00 F (x, y 0). 
Segue, conforme aprendemos no Vol. 2, que ® existirá se e somente se as 


; .. 0F; SET ; 
derivadas parciais — (xp, yo) (j = 1,2,....m) existirem; além disso, se O 
ðX o 


existir 


ð Fm 


(xo, y0) | 


ð F (¿E ¿E 
—— (X0, y0) = | AO FO) == O DO) + <s 
dx UL OX d xX 


. , o. OF 
Deixamos para o leitor definir F (Xo, Yo) e estender o conceito de derivada 
z 


parcial para funções de Q C Rn em Rn. 


— > 
; > —> n , > > 
EXEMPLO 1. Calcule 4% e 4% onde F &, y= 0 +y) i+IMnu) j. 
dx ðy 
Solução 
E ð > ð EA 
um Xp) = — Ea + y”) i + —(Inxy j 
ðx ðX ðX 
=> | > 
=2xi +— j. 
X 
PE > 
3 
an == PY) dt o) q 
AY y y 
> 1 => 
=2y 1 +— j.: 
X a 


EXEMPLO 2. (Interpretação geométrica da derivada parcial para uma 
transformação de Q C R° em R”.) Seja F : Q C R? > Re seja (x, yo) um 
ponto de Q. Consideremos a curva y,-constante dada por x > F (x, Yo). 


ðF 
x —— (Xr Yo) 
dx 


curva y,- constante 


Lc (x,y) é um vetor tangente a tal curva no ponto F (x, y ). (Veja 7.5 do Vol. 
0 0 0.0 


OX 
2, 5.º edição.) 
Dizemos que F : Q C Rr > Rm, Q aberto, é de classe C” em Q se F admitir 


todas as derivadas parciais de ordem r contínuas em Q. Segue do que vimos na 
seção anterior que F será de classe C” em Q se e somente se suas componentes o 
forem. 

Seja F: A C Rn > Rn, onde A é um conjunto qualquer, não necessariamente 
aberto. Dizemos que F é de classe C” em A se existir uma função G: Q C Rn > 
Rm, de classe C", com Q aberto e contendo A, tal que, para todo X € A, 


F (X) =G (X). 


(Observação. E comum referir-se a F como a restrição de G ao conjunto A.) 
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INTEGRAIS DUPLAS 


2.1. SOMA DE RIEMANN 


Seja o retângulo R = {(x, y) € RJa<x<b,c<y<d) onde a < b e c < d são 
números reais dados. Seja P\: a = Xo < X4 < X» < ... < X, = b e P): C= Yg < y, <y < 
.. < Ym = d partições de la, b] e [c, d], respectivamente. O conjunto 


PE ISO, 2, SL 2am} 


denomina-se partição do retângulo R. Uma partição P de R determina mn 
retângulos R; = ((x, y) € R | Ras RS Yj-1 SY SY- 


Seja B C R°; dizemos que B é limitado se existir um retângulo R, com B C 
R.Sejaf: BC R? > R, com B limitado. Assim, existe um retângulo 


R=((x y) E R"Ja<x<b,c<y<d) 


que contém B. Seja P = {(x, y) | i = 0, 1, 2, ..., n, j = 0, 1, 2, ..., m} uma 
partição de R. Para cada par de índices (i, j), seja X; = (r;, Sy) um ponto escolhido 
arbitrariamente no retângulo R,. Pois bem, o número 

n m 


© Y Y f(X;) Ax Ay; 
i=l j=l : j 


onde f (X;) deve ser substituído por zero se X; É B, denomina-se soma de 
Riemann de f, relativa à partição P e aos pontos X,. 


X; É B; f(X,) deve ser substituído por zero na soma UD. 


Observe que se f (X;) > 0, f (X;) Ax; Ay, será o volume do paralelepípedo de 
altura f (X;) e cuja base é o retângulo R;. 


- 
4 


Seja P = ((X, y) | i = 0, 1, 2, ..., n, j = 0, 1, 2, ..., m} uma partição do 
retângulo R. No que segue, indicaremos por A o maior dos números Ax,, AX», ..., 
Ax» Ay¡, Ay), ..., AYm Observe que todos Ax; e todos Ay, tendem a zero, quando 
A tende a zero. 


2.2. DEFINIÇÃO DE INTEGRAL DUPLA 


Seja f (x, y) uma função definida no conjunto limitado B e L um número real. 
Dizemos que a soma de Riemann 
n > 


£ 2 FX) Ax; Ay; 
=1¡=1 


tende a L, quando A tende a zero, e escrevemos 


n m 
lim 2 2 Ap Ax; Ay; = L 
AS 0;=] j= a ; 


se para todo € > 0 dado, existir ó > 0, que só dependa de € mas não da escolha de 


Xi, tal que 


n m 
2 XD fXpAxiAy;-—L 
a 


< € 


para toda partição P, com A < ô. 
Tal número L, que quando existe é único (verifique), denomina-se integral 


dupla (segundo Riemann) de f sobre B e indica-se por Il, f(x, y) dx dy. Assim 


n m 


II, f(x, y) dx dy = Peer p> 2 e f(X; j) Ax; Ay, 


Se Il, f (x, y) dx dy existe, então diremos que f é integrável (segundo 


Riemann) em B. Definimos a área de B por 


área de B = fÍ dx dy 
B 


desde que a integral exista. Deixamos a cargo do leitor a justificação para esta 
definição. 
Seja f (x, y) integrável em B, com f (x, y) > 0 em B. Seja o conjunto 


A= {(x,y, Z) E R? | (x,y) €B,0<z<f(x y)). 


Definimos o volume de A por 


volume de A = fÍ f(x, y) dx dy. 
B 


EXEMPLO. f (x, y) = k, k constante, é integrável no retángulo 
R=((x, y) ER Ja<x<b,c<y<d) e 


lla dx dy = k (b - a) (d — ©). 


Solução 
Para toda partição P de R 
n m n m 
2 2 f(X¡)Ax;¡Ay; = 2, 2 kAx Ay; 
i=1j¡=1 ” ¡== 
n m 
=k 2 2 Ax, Ay; 
i=l j=] 
= k(b — a)(d — c). 
Segue que 
n m 
lim 2 2 kAx¡Ay;=k(b-— a) (d — c) 
AS0;=1j=1 j 
ou seja, 


ff, dx dy= k (b — a) (d —c) 


Se k> 0, IE dx dy é o volume do paralelepípedo a<x<b,c<y<de0<z<k. 


Para podermos enunciar uma condição suficiente para integrabilidade, 
precisamos antes definir conjunto de conteúdo nulo; é o que veremos na próxima 
seção. 


2.3. CONJUNTO DE CONTEÚDO NULO 


Seja D um subconjunto de R’. Dizemos que D tem conteúdo nulo se para 
todo € > O dado existir um número finito de retângulos A,, A,, ..., A, tais que 


DEA UA UY): LA, 


n 
2 m(A)<e 


i=l 


onde m (A;) é a área do retângulo A. 
Grosso modo, dizer que D tem conteúdo nulo significa que D pode ser 


coberto por um número finito de retângulos cuja soma das áreas seja tão pequena 
quanto se queira. Conjunto de conteúdo nulo tem área zero, como veremos mais 
adiante. (Veja propriedade IV da Seção 2.5.) 


EXEMPLO. Seja f : [a, b] > R contínua em [a, b]. Prove que o gráfico de f tem 
conteúdo nulo. 


Solução 


Sendo f contínua em [a, b], f será integrável em [a, b]. Então, dado € > 0, 
existe ó > 0 (com ó dependendo apenas de € e não da escolha dos c; em [x; - ,, x;]) 
tal que 


n b 
E FUE fr x) dx 
a 


E 
ai — 
¡=1 2 


para toda partição de [a, b], com máx Ax, < ő. Sejam s; e t, respectivamente, os 
pontos de máximo e de mínimo de f em [x, ,, x;]. Segue que, para toda partição 
de [a, b], com máx Ax, < ô, 


n b 
2. JN Axm fr x) dx 
a 


i=] 


€ 
pad 
2 


14) 


n b 
Y f(t)Ax; — | f(x) dx |< 
a 


1=1 


|m 


Assim, para toda partição P : a = Xo < X4 < X» < ... <X, 1 < Xn = b, com máx Ax, < 
ô, 
n 


> [f(s) — ft] Ax; < e (verifique). 
| 


i = 


Suponhamos f (s;) 4 f (t;) para i = 1, 2, ..., n. Segue que a área do retângulo A, é 


(veja figura na página seguinte) 


[f (s) -f (t)] Ax, i= 1, 2, ..., n. 


A Si ti Xi 


Observe que os retângulos A,, A,, ..., A, cobrem o gráfico de f e, além disso, a 
soma das áreas destes retângulos é menor que €. Portanto, o gráfico de f tem 
conteúdo nulo. Deixamos o leitor pensar na demonstração no caso em que exista 
i tal f (s;) = f (t;). 

Seja y: [a, b] > R° uma curva de classe C* em [a, b]. (Lembre-se: y de classe 
C! em [a, b] significa que y tem derivada contínua em [a, b].) Pode ser provado 
(veja referência bibliográfica [20]) que a imagem de y tem conteúdo nulo. No 
que segue, admitiremos tal resultado. 

Seja y: [a, b] > R? uma curva. Dizemos que y é de classe C' por partes se y 
for contínua e se existir uma partição de la, b], a = tọ < ti < t < ... < t, = b, e 
curvas de classe C* 


yi: [tp t] > R(i=1,2,...,n) 
tais que 


y (t) = yi (t) em Jti_,, €. 


y é de classe C! por partes 


Tendo em vista que a reunião de um número finito de conjuntos de conteúdo 
nulo tem conteúdo nulo (verifique), resulta que a imagem de uma curva y : [a, b] 
> R°? de classe C! por partes tem conteúdo nulo. 


Exercícios 2.3 = 


1. Sejam A e B subconjuntos do R°, com A C B. Prove que se B tiver 
conteúdo nulo, então A também terá. 


2. Prove que o conjunto vazio tem conteúdo nulo. 


3. Prove que todo subconjunto do R° com um número finito de pontos tem 
conteúdo nulo. 


2.4. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA 
INTEGRABILIDADE DE UMA FUNÇÃO SOBRE UM 
CONJUNTO LIMITADO 


Seja B C R? e seja (xo Yo) um ponto do R° que pode pertencer ou não a B. 
Dizemos que (Xə Yo) é um ponto de fronteira de B se toda bola aberta de centro 
(Xo Yo) contiver pelo menos um ponto de B e pelo menos um ponto não 
pertencente a B. O conjunto de todos os pontos de fronteira de B denomina-se 
fronteira de B. 


EXEMPLO 1. Seja B = [(x, y) € R? | x? + y? < 1). A fronteira de B é o conjunto 
[Go y) ER*|x*+y*=1). 


EXEMPLO 2. Seja B = f(x, y) €ER*|x"<y<x"+1,0<x<1). A fronteira de 
B é o conjunto 


G U G,U ((0, y) €R*|0<y<1)U(( y ER*|1<y<2) 


onde G, e G, são, respectivamente, os gráficos das funções g (x) = xXeh()=x 
+ 1, com 0 < x < 1. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto B.) Observe que a 
fronteira de B tem conteúdo nulo. (Por quê?) 

O próximo teorema, cuja demonstração encontra-se no Apêndice 2, fornece- 
nos uma condição suficiente para que uma função seja integrável sobre um 
conjunto limitado. Antes de enunciar tal teorema, lembramos que f se diz 
limitada em B se existirem reais o e p tais que, para todo (x, y) € B, a < f (x, y) < 


b. 


Teorema. Seja B C R* um conjunto limitado e seja f : B > R uma 


função contínua e limitada. Nestas condições, se a fronteira de B tiver 
conteúdo nulo, então f será integrável em B. 


Observação. No teorema acima, a hipótese “f é contínua” pode ser substituída 
por “f é contínua em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de 
conteúdo nulo”. 

Pelo que vimos na seção anterior, se a fronteira de B for igual a M |J N, onde 
M é a reunião de um número finito de gráficos de funções contínuas definidas 
em intervalos fechados e N a reunião de um número finito de imagens de curvas 
de classe C! definidas em intervalos fechados, então a fronteira de B terá 
conteúdo nulo. 


EXEMPLO 3. Sejam f (x, y) = x + y e Bo conjunto de todos (x, y) tais que x° + 
y’ < 1. A função fé integrável em B? Por quê? 


Solução 


f é contínua e limitada em B (verifique). Por outro lado, a fronteira de B é a 
imagem da curva de classe C! dada por x = cos t, y = sen t, t € [0, 2m]; logo a 
fronteira de B tem conteúdo nulo. Segue do teorema anterior que f é integrável 
em B, isto é, a integral 


ff x + y) dx dy 
B 


existe. 
E 


EXEMPLO 4. A função f do exemplo anterior é integrável no conjunto 


B={(x,y) €R'|x<y<1+x,-1<x<1)? 


Por quê? 


Solução 


f é contínua em B e é limitada em B (verifique). A fronteira de B tem 
conteúdo nulo, pois é a reunião dos conjuntos D,, D,, D, e D, onde D é o 
gráfico dey=x,-1<x<1;D,ográficodey=1+x,-1<x<1;D,a 
imagem da curva x = 1, y =t, 1 < t < 2; D, a imagem da curva x =- 1,y=t,1<t 
< 2. (Observe que as funções y = x? e y = 1 + x” são contínuas e as curvas 
mencionadas são de classe Ct.) Segue que f é integrável em B. 


EXEMPLO 5. Seja Bo círculo x° + y° < 1. Seja f : B > R dada por 


[(Iseyz0 


JO y) = |-1 se y <O. 


f é integrável em B? Por quê? 
Solução 


A fronteira de B tem conteúdo nulo. A função f é limitada em B (para todo 
(x, y) E B, — 1 < f (x, y) < 1) e é descontínua apenas nos pontos (x, 0), — 1 < x < 
1. Como o conjunto dos pontos de descontinuidade tem conteúdo nulo, segue 
que f é integrável em B. 


EXEMPLO 6. Seja B o quadrado - 1 <x < 1,- 1< y< 1. Seja f: B > R dada 
por 


| X 
FG y) = | ¿476900 
| 1 se(x,y)=(0, 0). 


f é integrável em B? Por quê? 


Solução 


A fronteira de B tem conteúdo nulo (verifique). f é limitada em B, pois, para 
todo (x, y) E€ B, O < f (x, y) < 1. A f só é descontínua em (0, 0); logo, o conjunto 
dos pontos de descontinuidade tem conteúdo nulo. Segue que f é integrável em 
B. 


E 
Z De PROPRIEDADES DA INTEGRAL 


A seguir, vamos enunciar sem demonstracáo algumas das principais 
propriedades da integral. 

Sejam fe g integráveis em B e seja k uma constante. Nestas condições, tem- 
se: 


I 


— 


f+gekfsão integráveis e 


a) ff [f (x, y) +2(x, y)ldx dy = ff f(x, y) dx dy + ff g(x, y) dx dy 
B B B 

b) ff kf (x, y) dx dy = k 1) f(x, y) dx dy. 
B B 


ID f(x, y) = 0 em B> RAS y) dx dy = 0. 


— 


ID) f(x, y) <= g(x y)em B5 fÍ f(x, y) dx dy = ij] g(x, y) dx dy. 
B B 


IV) se B tiver conteúdo nulo, então 
1) f(x, y) dx dy =0. 
B 
V) seo conjunto ((x, y) E B If (x, y)  g(x, y)) tiver conteúdo nulo, então 


ff f(x, y) dx dy = j) g (x, y) dx dy. 
B B 


se f for integrável em B, e B N B} tiver conteúdo nulo, então 


Mao 


VI 


— 


f(x, y) dx dy = fl. (x, y) dx dy + ff, ra y) dx dy. 


Antes de enunciarmos e provarmos a propriedade do valor médio para 
integrais, vamos relembrar as definições de conjunto fechado e de conjunto 
compacto apresentadas no Vol. 2. 

Seja B C R°. Dizemos que B é um conjunto fechado se o seu complementar 
[Go y) E R? | (x,y) É B} for aberto. Deixamos a seu cargo verificar que B é 
fechado se e somente se B contiver todos os seus pontos de fronteira. 

Seja B C R°. Dizemos que B é um conjunto compacto se B for fechado e 
limitado. 


VID (Propriedade do valor médio para integrais.) 


Suponhamos f contínua em B C R°, onde B é um conjunto compacto com 
fronteira de conteúdo nulo. Suponhamos, ainda, que dois pontos quaisquer de B 


podem ser ligados por uma curva contínua, com imagem contida em B. Nestas 
condições, existe pelo menos um ponto (r, s) € B tal que 


ff f(x, y dx dy = af (r, s) 
B 


onde q é a área de B. (Interprete, geometricamente, supondo f (x, y) > 0.) 
Demonstracdo 


Como f é contínua e B compacto, pelo teorema de Weierstrass existem (Xo, 
Yo) € (xı, y,) em B tais que 


f (xo Yo) <f(x,)) f< (xı yı) 


para todo (x, y) em B. Daí, 


ff f (xo. Yo) dx dy = ff f(x, y) dx dy S If f (x1, y1) dx dy 
B j B B 
e, portanto, 


© a f (xo. Yo) S fso y) dx dy = a f (x1, y1) 


onde q é a área de B. Se q = 0, então teremos, também, Il, f (x, y) dx dy = 0; 


logo, para todo (r, s) em B 


ff f(x, y dx dy = a f(r, s). 
B 


Suponhamos, então, a % O. Segue de ® que 


a 4 
EM ` 
Xx 


Jdx dy 
Say %5; prenan, = f(x, ,y,), 


Segue da hipótese que existe uma curva contínua y : [a, b] > B tal que 


y (a) = (xo Yo) e y (b) = (ey y 1). 


Seja g : [a, b] > R dada por 
g © = f Y (0). 
Como f e y são contínuas, g será, também, contínua. Como 
g (a) = f (y (a) = f (xo Yo) e g (b) = f (Y (0) = f (%, Y1) 
resulta 
g (a) < S < g (b) 
onde 


Í f(x, y) dx dy 
B 


o 


S = 


Como g é contínua em [a, b], pelo teorema do valor intermediário existe tọ em 
la, b] tal que 


g (to) = S. 


Fazendo (r, s) = y (to) e lembrando que 


g (to) = f Y (to) = f (r, s) 


resulta 


f(r,s)=S 


ou seja 


RAS y) dx dy = af (r, s). ` 


Para finalizar a seção, vamos definir integral de uma função f sobre um 
conjunto B quando f estiver definida em todos os pontos de B, exceto nos pontos 
de um conjunto de conteúdo nulo contido em B. 

Seja B um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo. Seja f (x, y) 
uma função definida em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto 
D de conteúdo nulo, com D contido em B. Seja g : B > R tal que f (x, y) =g (x, 
y), para todo (x, y) y É D. Definimos 


ff f(x, y) dx dy = fÍ g (x, y) dx dy 
B B 


desde que a integral do segundo membro exista. 
Observe que a integral acima está bem definida, pois se h for outra função de 
B em R tal que h (x, y) = f (x, y) em todo (x, y) É D, com h integrável em B, 


ff h(x, y) dx dy = fÍ g(x, y) dx dy 
B B 


então 


Por quê? 


EXEMPLO 1. Seja B o círculo xX + y < 1. Sejam f (x, y) 


” da 


== y) # (0, 0), e seja g : B > R dada por 
D vo 


; E. se (x, y) = (0,0) 
— se (x, y) = (0, 0). 


Como g é integrável em B (verifique), segue que Joaca dx dy existe e 
b y 


x? 
j lr dy = [fye y dx dy. . 


EXEMPLO 2. Seja Bo círculo x° + y° < 1 e seja D a fronteira de B, isto é, D = 
[Go y) € R? |x +y = 1). Sejam 


1— x? — y? 
a END, 
ad ls 
e g : B=> R dada por 
[sen (1— x? — y?) 
ES da se (x, y) É D, 
| | se (x, y) E D. 


A função g é limitada em B, pois para todo (x, y) € B, lg x, y| < 1 
(verifique) e é contínua em todo (x, y), com x° + y” < 1. Como D tem conteúdo 
nulo, segue que g é integrável em B. Assim, 


ff, A x? mea =|). 2 (x, y) dx dy. 
ne ni AS 


(Deixamos a seu cargo verificar que g é contínua em todos os pontos de B.) 
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CÁLCULO DE INTEGRAL DUPLA. 
TEOREMA DE FUBINI 


3.1. CÁLCULO DE INTEGRAL DUPLA. TEOREMA DE 
FUBINI 


Seja o retângulo R = {(x, y) € R? | a < x < b, c < y < d} e seja f (x, y) 
integrável em R. Para cada y fixo em [c, d], podemos considerar a função na 


variável X, definida em [a, b] e dada por 
x > f(x y). 
Se, para cada y € [c, dl], ® for integrável em [a, b], podemos, então, 


b 
considerar a função dada por q (y) = Í f (x, y) dx, y E lc, d]. 
a 


Vejamos uma interpretação geométrica para a (y) no caso f (x, y) > 0 em R. 


b 
a(v)=| f(x, y) dx é a área da região hachurada 
a 


O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração é deixada para o 
Apêndice 1, conta-nos que se f (x, y) for integrável em R e se, para todo y € [c, 


b 
d], Í f (x, y) dx existir, então a (y) será integrável em [c, d] e 
a 


d| pb 
|), f(x, y) dx dy = Í f f(x, y) ax dy 
Cc a 


ou 


d 
ff f(x, y) dx dy = f a (y) dy 
R € 


d 
Segue da igualdade acima que se f (x, y) > 0 em R, entáo | a (y) a dy será o 
volume do conjunto limitado pelo gráfico de fe pelos planos x = a, x = b, y = c, y 
= dez=0, que concorda com a definição apresentada na Seção 13.3 do Vol. 1, 


5.* edicáo. 


Teorema (de Fubini). Seja f (x, y) integrável no retângulo R = ((x, y) € 


b 
R la<x<b,c<y<d). Suponhamos que Í f (x, y) dx exista, para todo y 
a 


d 
€ [c, d], e que Í f (x, y) dy exista, para todo x E la, b]. Então 


fp runa = 7 $ FE vids ay sf IN e 9 as 
Cc a 


EXEMPLO 1. Calcule IR x + y dx dy, onde Ré o retângulo 1<x<2,0<y<1. 


Solução 


Pelo teorema de Fubini 


l 
ff (x + y) dx dy = | a(v) dy 
R l 0 


onde a (y) = k (x + y) dx Para cada y fixo em [0, 1], temos: 
| 


2 > 2 4 
4 "do y \ \ 
a (y) = j! (x+ ya E t» = [+ 2y)-[5+ y) 
| | 2 | 4 a” 


ou seja, 


3 f 5 
a (y) = = Y (Interprete geometricamente o (y).) Então, 


If p2 I| x2 - 1/3 y 
ff (x + y) dx dy = Í Í (x + y) dx | dy = Í — + xy| dy= | E + y] dy. 
R ' olh ; ] o é a od2 JO 


, ql 
1/3 3 y” 
Como | ds dy = e dad Naa 2, resulta 
0 2 


a m 
0 


Í (x + y) dx dy = 2. 
R 


Interprete geometricamente Il, x + y dx dy. 


Vamos, agora, efetuar o cálculo da integral acima, invertendo a ordem de 
integracáo. 


2 | 
|), (x + y) dx dy = Í B(x) dx, onde B (x) = k (x + y)dy. 


Assim, 
e 2 aT 2 | 
ff (x+ y) dx dy = Í Í (x + y)dy | dx = l xy +t — | dx= Í (x + 5) dx. 
R ` i 1120 dc 1| 2 0 | 25 
Ou seja, 


ff (x + y) dx dy = 2. 
R 


d eb 
Observacáo. A notacáo f f f (x, y) dx dy é usada para indicar a integral 
a 


C 


d| eb 
iterada | j f (x,y) ar dy, isto é, 
Cc a 


d eb p d| pb 
| Í f (x, y) dx dy = | Í FIE ax dy. 
E a Cc a 
Por outro lado, 
b pd b| pd 
| f (x, y) dy dx =Í Í f (x, y) dy | dx. a 
ac a G 


EXEMPLO 2. Calcule 


LE - 
a) Í | xy* dx dy. b) Í Í xy* dy dx. 
10 07-1 


Solução 


L pz a Liza, lx? , A os 
a) Í f xy” dx dy = Í Í xy* dx dy = Í ye dy = ji 2y“ dy. 
-1 0 —1| 0 -1| 2 0 —1 


| l 4 1 p2 
Como Í 2y? dy=4 y? dy = —, resulta Í Í xy* dx dy = eA 
-1 ; 3 -1%0 5 


2 2d , 4 
Como Í xdx = 2, resulta Í Í xy? dy dx =—. m 
0 0 41 3 


EXEMPLO 3. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, zZ) tais que O < x < 
1,0<y<le0O<z<x+y. 


Solução 


O volume de tal conjunto é 


II, (x? + y?) dx dy 


onde B é o retângulo 0 < x < 1, 0 < y < 1. Temos: 


os Tf. TRE 
ff (x2? + y2)dx dy sf | (x2 + y2)dx (dy =Í Z +m| d= | E | dy. 
B 0| do ` ` 0/3 ` 0 ` gja n1 i 


| 
ço 


l l 9 l 2 9 ” 
Como | — + y^ |Idy=|>y+— | = —, resulta ff (x* + y“) dx dy = 
OS: ~ f 3º 3 o 3 B j 


va [to 


EXEMPLO 4. Calcule IR xy dx dy, onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 


0O<x<1,0<y<x. 
Solução 


Seja Ro retângulo 0 < x < 1,0 < y < 1. Seja F (x, y) definida em R e dada por 


1 Xx 


xy se(x,y)€EB 


F(x, y) = 
y) P se (x, y) É B. 


Assim, 


ff xy dx dy = ff F (x, y) dx dy. 
B R 


Pelo teorema de Fubini, 


| l 
ff F(x, y) dx dy = Í | Í F(x, y dy| dx. 
R 0140 


Para cada x fixo em [0, 1], 


| e | 
B (x) = i F(x, y) dy = f Fo y) dy +Í _ F(x, y dy. 
y XT 


2 x? x? 
Como F (x, y) = 0 para x <y < 1, resulta 8 (x) = f Fa y)dy = f» dy. 
0 0 


Segue que 
l x? 
j) xy dx dy =Í | xy o] dx 
0 | J0 
Como 
X 2 : 5 
| Xv dy = E a = X 
; 2 ) 
2 lo 2 
resulta 


i y | 
1) XY dx dy = | — dx = —. 
B` l 0 2 12 


Observação. 5 (x) = | E xy dy é a área da região hachurada. Por outro lado, 
0 


| I| px? 
ff xydx dy =Í B(x)dx = Í ] xy a dx 
B 0 0/40 


é o volume do conjunto de todos (x, y, Z) tais que 0 <x<1,0<y<x"e0<z< 
Xy. 
Vamos, agora, calcular Il, xy dx dy, invertendo a ordem de integração. 


1| pl 
Temos: ff F(x, y) dx dy = Í |] F(x, y) ax dy. 
R 0| 30 


Para cada y fixo em [0, 1], 


l 
a (y) = | F(x, y) dx 
0 


yy l 
= | F(x, y) dx + Í F(x, y) dx. 
0 yy 


Como F (x, y) = 0 para 0 <= x <./y, resulta 


1 l 
a (y) = f — F(x, y) dx = Í — xy dx. 
NY y 


y) 


(Observe que (x, y) É B para O < x < VY5 logo F (x, y) = 0 para O < x <.v.) 
1[ 21 

Segue que ||, (x, y) dx dy = Í f xy a dy 
Ú yy 


ou seja, 


1| pl 
ff xy dx dy = Í J xy a dy 
B' 01/y 


Tendo em vista que 


resulta 
ly  y2) | 
ff xy dx dy = Í | —>—— |dy=—. E 
B 012 E] 12 


Com raciocínio análogo ao do exemplo anterior, provam-se as seguintes 
consequéncias do teorema de Fubini. 


Corolário 1. Sejam c (x) e d (x) duas funções contínuas em [a, b] e tais que, 
para todo x em [a, b], c (x) < d (x). Seja B o conjunto de todos (x, y) tais que 
a<x<bec(x) < y < d (x). Nestas condições, se f (x, y) for contínua em B, 


b| pdíx) 
entáo ff f (x y) dx dy = Í ] FY) a dx. 
B a | Yc(x) 


[fre dx dy=? 


Primeiro calcula-se, para cada x fixo em [a, b], a integral de f (x, y) no 


E 1 : d(x) 
intervalo [c (x), d (x)] B (x) = f r f(x, y) dy. 


Tem-se, então: 


b b| pd(x) 
ff fíx, y)dxdy = | B(x) dx =Í Í f(x, y) dy | dx. 
B a a | dc(x) 


Corolário 2. Sejam a (y) e b (y) duas funções contínuas em [c, d] e tais que, 
para to-do y € [c, d], a (y) < b (y). Seja B o conjunto de todos (x, y) tais que 


c< y < d, a (y) <x < b (y). Nestas condições, se f (x, y) for contínua em B, 


d| pb(y) 
então ff f(x, y) dx dy = Í Í f(x, y dx | dy. 
B E al y) 


[fre dx dy=? 


Primeiro calcula-se, para cada y fixo em [c, d], a integral de f (x, y) no 


intervalo [a (y), b (y)]: 


Em seguida, calcula-se a integral de a (y), para y variando em [c, d]: 


d d| pb(y) 
E y) dx dy = Í a(y) dy = Í [ Fw ar dy. 


y) 


EXEMPLO 5. Calcule Il, (x — y) dx dy, onde B é o semicírculo x + y <1,x2 
0. 


Solução 


Para cada x em [0, 1], 


d(x) J1- x? vê y1= x? 
cx : a 


ou seja, 
B (x) = 2x Vi — x2, 
Então, 
| 1| pla? 
ff (=) dx dy = | Bix) dr = | AAN 
B 0 0 | Y—./I—x? 
ou seja, 


1 p 
ff (x — y) dx dy =Í 2x1 — x? dx. 
B 0 


Facamos a mudanca de variável 
j A) 
pu =] — x4; du = — 2x dx 


x=0;u=l 
pm |; u = 0. 


Assim, 


E 


~ 


Lo 5 Es | 
| 2y yl — x* dx= Í Ju du = —. 
0 0 


w |t 


Portanto, 


2 
ff (x — y) dx dy = —. 
B ` f 3 


m 


Vamos, agora, calcular Il, (x — y) dx dy invertendo a ordem de integração. 


Para cada y em | - 1, 1], 


b(y) ¡I- y? 
a (y) = Í (=F) dx=| (x— y) dx 
0 0 


by =wvy1- y? 
Z 


(Observe que a (y) = 0.) 


ou seja, 


Então, 


| l | py I- y 
ff (x— y) dx dy = Í a(y) dy = Í Í (x — y) dx | dy 
B -1 1120 


ou seja, 


L|1—-y? > 
ff (x — y) dx dy = Í — = yil — y“ | dy 
B i ; _1 > Ya i i 


- 


| 
Observe que Í yy1- y? dy=0, pois o integrando é uma função ímpar; por 


1 — y? ; 
outro lado, como - é 


| 1-y? l 2 
Í - = [ (01-32) dy=5 
-1 2 i 0 i 3 


uma função par, resulta 


bo 


> 
Portanto, ff (x— y) dx dy =-. 
B 


EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que x > 0, y > 
0)x+ty<le0<z<1-X. 


Solução 


O volume do conjunto é 


mi = 

pro =| * (1 — x?) dy éa área 
o 

da região hachurada 


onde f (x, y) = 1 - x° e B o triângulo x> 0, y 2 0 e x + y < 1. Para cada x fixo em 


l=x 5 a l=x 
Bro = | (1x2) dy = (1- >) | dy. 
0 0 


[0, 1], 


À p= 2 2 2 3 
Assim, |, 1-x)dy=(1-x)M1-x)=1-x-—x + x. Segue que 


3 l Ip plz 5 
ff (1 — x4) dx dy = Í B(x) dx = Í Í (1— x4) dy | dx 
B 0 0/0 


ou seja, 


5 


l 
ff (1 — x?) dx dy =Í (1 — x— x? + x?) dx =—. 
B 0 2 


— 


EXEMPLO 7. Calcule Il, xy dx dy, onde B é o triângulo de vértices (— 1, 0), (0, 


1) e (1, 0). 
Solução 
l| ebíy) 
ff xy dx dy = Í Í xy dx | dy. 
B 0| Ja(y) 
x =4 (y) =} - x =b 0)=l] -y 
Como a (Y = y - 1 e b (Ny = 1 - y, resulta 
b(y) |-y ÓN BS Ro. do cido 
| xy dx = Í xy dx = Ea y Mb A YY YY = 0. 
aly) ` y=1 ` 2 |. 2 2 
y—1 

Assim, 


l| pl=y 
ff xy dx dy = | [ xy ax dy =0. 
B OlY%y—] 


(Interprete, geometricamente, este resultado.) 
Vamos, agora, calcular a integral invertendo a ordem de integração. Seja B, o 


triângulo de vértices (— 1, 0), (0, 0) e (0, 1); B, o de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). 
|), xy dx dy = Jl, > dx dy + Jl, > dx dy. 


Temos: 


O [l+ É a 
ff xy dx dy = Í Í xy dy | dx = Í Sere dx 
B, —1| 40 -1 2 


1 l=x IP RR 57 
ff xy dx dy = Í ] xy ay dx = Í li Pd 
B 0| 40 a 0 2 


Assim, 
l 0 ” 3 l ” 3 
ff xy dx dy = — Í (x+2xº + x)dx + Í (x— 2x4 + x%)dx|=0. El 
B ` == 2|9-1 0 


EXEMPLO 8. Calcule Il, ey dx dy, onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 
1) e (0, 1). 


Solução 


(1,1) 


I 
' 
md = b(y)=y 


Como 
b(y) > 2 
| e dx= Í eY dx=ye” 
0 0 
resulta 
2 Lo | 48 
f| e daray= | ye ay=|-202 
B 0 2 0 
ou seja, 


ff eY dx dy = a (1=e7!) 
B ` 2 


Verifique como as coisas se complicariam, invertendo a ordem de integração. 


| | 
EXEMPLO 9. Inverta a ordem de integração e calcule | j sen x? os dy. 
0 ly 


yy 


Solução 


Precisamos primeiro descobrir a região de integração. Na integral 


l| pl 
| f sen x? dx | dy. 
0 y x 


o y está variando no intervalo [0, 1] e, para cada y fixo em [0, 1], x varia de al y. 
até 1. A região de integração é, então, o conjunto B = {(x, y) € R*[0<y<1, ./y. 
<x<1}. 


Temos: 
l l 3 1 x? 3 
| f sen x? dx dy= | Í sen xº dy | dx. 
0 yy 0 10 
Como 
x? x? a 5 3 
| sen x? dy = sen x? | dy = sen x? | y | = x sen x 
0 0 0 


resulta 


| x? 1 | l 
| | sen x? dy | dx = Í x? sen x? dx = | — — cos x? 
o |30 0 3 0 


ou seja, 


» 


| E: 
| j sen x? J dx = dl (1 — cos 1). E 
o | 


) ) 3 


EXEMPLO 10. Inverta a ordem de integração na integral 


2 


| 5 f(x, y) J dx, onde f (x, y) é suposta contínua em R . 
( 


Solução 


Primeiro vamos determinar a região de integração. Na integral 


| 2 — x? 
| Í f(x, y dy | dx 
0 x 


o x está variando em [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], y varia de x até 12 — y? 
. A região de integração é, então, o conjunto B de todos (x, y) tais que 0 < x < 1, 
X<y< (2 — x2, ou seja, B é a região do plano compreendida entre os gráficos 


das funções y =x e y = (2 — x2,com0<x<1. 


y 
ex? y?m2 


Temos 


12— x? 
f FY) a dx = Ii f(x,y) dx dy + |, f(x, y) dx dy 


xX 


| 
Í, 
onde B; é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (0, 1) e B, o conjunto de todos (x, 
y) tais que 0<x<1,1<y< J2 — x2. 


i , 
ff f (x, y) dx dy = Í fora y) ar dy 
Bi o | J0 


2 (2 e y? 
Im (x, y) dx dy = | f f(x, y) dx | dy. 


Assim, 


[| 2x2 SS 2 | p/2- y? 
| ] f(x, y) dy | dx = | | f(x, y) dx | dy + | Í f(x, y) dx | dy. m 
0 | dx o [0 | 0 


EXEMPLO 11. Utilizando integral dupla, calcule a área da região 
compreendida entre os gráficos das funções y = xe y =- x +x +1, com-1<x 
<1. 


Solução 


Seja B a região dada. Temos: área de B = Il, dx dy. (Veja Seção 2.2.) 


| — x +x+1 
ff dx dy = Í Í dy | dx. 
B —1] dx 


Como 


-x? +x +1 BEEE ra , > 
| dy =[y],* dd E dd | = =p 


resulta 


i / 
ff dx dy = Í (-x2 + 1) dx = E 
B -1 3 


; a 4 
Portanto, a área da região dada é z 


EXEMPLO 12. Inverta a ordem de integração na integral 


3| p4X— x? 
| ] f(x, y) J dx. 
0 | x 


Solução 


Primeiro precisamos descobrir a região de integração. Para cada x fixo no 
intervalo [0, 3], y deve variar de x até 4x — x”: a região de integração é o conjunto 
B={(x,y) E R? |O0<x<3ex<y<4x-x°} 


y=4x- x’ 


Precisamos expressar x em função de y. Temos 


y=4x-x ex -4x+y=0. 


Segue que 


_ 4>+,/[16— 4y 


X 


ou seja 


Para inverter a ordem de integração vamos precisar dividir a região de integração 
em duas regiões. 


Temos, então: 


3[ páx—x? 3[ py rA | 2+V4—y ] 
| | f(x, y)dy dx= || Í f(x, y)dx dy+ | ] FU dl cá E 
0 [3x ida: 0|72—.[4-y "da |J2-.4-y 


= z v 


EXEMPLO 13. Inverta a ordem de integração na integral 


T sen x 
| ] FA dy dx. 
0 0 


Solução 


y=senx 


] 
E 
2 

A região de integração é o conjunto 


B=-((xgy)ER|0<x<mr,0<y<senx). 


Precisamos expressar x em função de y. 


é equivalente a 
x=arcseny, O<y<l. 


Por outro lado, 


y=senxey=sen(m-—x). 


Como 
T T 
—S1STOSOO0OST-x<— 

2 2 
resulta 
TT — X = arcsen y 
ou seja 
x = T — arcsen y. 
x = arcsen y 
A See 
> Xx = n — arcsen y 
x 
2 
Logo, 
x | psenx || pm—arcsen y — 
| | f(x, y) dy | dx = | | f(x, y) dx | dy. 
0 [70 O | “arcsen y 


EXEMPLO 14. Inverta a ordem de integração na integral 


a La . 
Pl. 1y) dy|ax 
0 e! —e”* 


onde 0 < a<ln ,/2. 


Solução 


A região de integração é o conjunto 


(xy eRil0<x<ae—-e*<: = 


e, portanto, 


Logo, 


Por outro lado, 


x2 Xx 
y=e —e o (e) —-ey-1=0 
e, portanto, 
+ y2+4 
xr _-=94) 
et = 
2 


Como 


Í 


y y? +4>lwee>0 


o sinal — na expressão acima deve ser descartado. Logo, 


Ga A 
x E y qu y y> + 4 
y=e-ec o x=InD———— 


1+ 4/17 


1.?* caso: 0< a< In 


Temos: 


y+ yy +4 


a = er e:—-e*| pln E — A 
| | 2 fx y dy ldx= |, |, 2 f(x y dx dy 
0 ENE" 


1 1 
4 a —e*| pa 

E | ray ar a+ [2 fa y) dx| dy. 
er — es | Jo = In2y 


1+ 4/17 


2.” caso: a = a = In 


Observe que 


A integral dada será, então, igual a 


y+ y? +4 L+ 17 


l 
—| pla ———— 5 
| 2 | 2 f(x, y) dx | dy + fı 8 | f(x y) J dy. 
j a > In 2y 


3.º" caso: œ <a S Inv2. 


Neste caso a integral dada será igual a 


y+yy+4 y+y4y+4 
ln — 5 e-e*| 1 
| 2 fa ydarldy+ | 2 fxydrla 


0 n2y 


=—, 
o nj|—= 


| 
3 


Observação. Para a = In ./2, a última integral se anula. 


Exercícios 3.1 


1. Seja A o retângulo 1 < x < 2, 0 < y < 1. Calcule Il, f (x, y) dx dy, sendo 
a) (x, y) igual a x + 2y 


f) xcos xy 


D) xy 
Dx sen ty 


m) l 


1+? +2wy + y? 


2. Sejam f (x) e g (y) a ne contínuas, respectivamente, nos 
intervalos [a, [c, d]. Prove que 


Il, 1008 09 dx ay =| | wai TOKI 


onde A é o retângulo a <x <b,c<y<d. 
3. Utilizando o Exercício 2, calcule 


e 2 A > a é pr ES 
a) ff xy” dx dy, onde A é o retângulo | S x S 2,2 S y S3. 


4 A - a T a pu 
b) Í x cos 2y dx dy, onde A é o retângulo 0 = x S 1, — — S y S —. 
A 4 


c) ff x In y dx dy, onde A é o retângulo 0 S x £ 2,1 Sy £2. 
A 


d) If xy e* “Y dx dy, onde A é o retângulo -1 Sx S£ 1,0 Sy S3. 
A 


sen^ x , o | T l 
e) ff — dx dy, onde A é o retângulo 0 = x <—,0= y S —. 
A l+4y“ 2 2 
' xy sen x , . i 7 
f) ff - —dx dy, onde A é o retângulo 0 = x £ —, 0 = y £1. 
A 1+ 4yº 2 


4. Calcule o volume do conjunto dado. 


a) {(x, y, z) ER'|0<x<1,0<y<1,0<z<x+2y). 

b) {(x, y, z) ER'|0<x<2,1<y<2,0<7< xy). 

o) {x,y,z E R’|0<x<1,0<y<1,0<Z<xyex y }. 
d) {(x, y, z) E R?|O0<x<1,0<y<1,x +y <z<2}. 

e) (xy) E R?|1<x<2,0<y<1,x+y<z<x+y+2}. 
A {x,y,z E R?°|O0<x<1,0<y<1,1<Z<ex*y}. 


>. Calcule Il, y dx dy onde B é o conjunto dado. 


a) B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1). 

b)=B((x y) ER |-1<x<1,0<y<x+2). 

c) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x? + 4y° < 1. 

d) B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (2, 1). 

e) B é a região compreendida entre os gráficos de y = x e y = x°, com 0 < 
x<2. 

f) B éo paralelogramo de vértices (-1, 0), (0, 0), (1, 1) e (0, 1). 

g) Bé o semicírculo x° + y° < 4, y > 0. 

h) B= {(x,y) E R’ |x20,x -x<y<0}. 


6) Calcule Il, re y) dx dy sendo dados: f (x, y) = x cos y e B = [(x, y) € R 
|Ix>0,x"<y<n). 
b) f(x, y) =xye B= {(x, y E R’ |x +y <2,y<xexz0}. 


c) f(x,y) = x e Bo triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2, 0). 
d) f(x, y) =xY 1? + y? e B o retângulo 0 <x < 1,0<y<1. 


e) f(x, y) =x + y e Bo paralelogramo de vértices (0, 0), (1, 1), (3, 1) e 
(2, 0). 


P fæ y= Ls B = | (x, y) € R?12=< y=20=<=x< 1 
In y | y 


g) f(x, y)=xycosx"e B= {(x,y) E RJO<x<1,x <y< 1}. 
h) f (x, y) = (cos 2y) d4 — sen?x e B o retângulo de vértices (0, 0), 


f ar» IT m) 
ESPE 
\ D J A > 2 j 


i) f (x, y)= x+ ye Ba região compreendida entre os gráficos das 
funções y = x e y = eœ“, com 0 <x <1. 

D f(x,y) =y ey eBoretânguloO<x<1,I<y<2. 

D f(x,y) =x cosy eB={(x, y) E R |y 2x, xX +y <2}. 

m) f (x, y) = x° e Bo conjunto de todos (x, y) tais que x < y < — x° + 2x + 
2. 

n) f(x, y) = x e B a região compreendida entre os gráficos de y = cos x e 
y=1- cosx, com 0 <x<+. 

o) f(x,y) = 1 e B a região compreendida entre os gráficos de y = sen x ey 
=1- cosx, com0<x< 2, 

p) f(x y = yl +yeB= fi xy ER? Iyx sys 1}. 

q) f(x,y) =x e B o conjunto de todos (x, y) tais que y > x ex <y <x+2. 

r) fœ y)= n | e Bo conjunto de todos (x, y) tais que 1<x<4e0< 


y < vX. 


7. Inverta a ordem de integração. 


a 


IX 


a) f ira y) J dx. 
Fii ato pa |as 
e) po Tt y de | dy 


g) f ri fa, noja 
i) f, IR f (x.y) o dx. 


o E 


J (x. y) dy | dx. 
a = 
y Xx x 


T sen x 
p) l l f (x, y) dy | dx. 
o Lo 


y+7 
y .2 Ea 3 
r) | IF f (x, y) dx | dy. 
| [7+5 5y? 
3 


1 £ 
b) | [ T (x, y) J dx. 
O | x* 
el px 
d) Í Í f (x, y) dy | dx. 
l In x 


aý 
f(x, y) an dy. 
-1 


3 FAY) a dy. 


= tg x 
m) fa Í f (x, y) dy | dx. 
o |“ 


dis x? 
0) IN fa, FAXY) dy dx (a > 0). 


q) j Di ` f(x, y) J dx. 
sen x 


3| py3x 
s) | Í A f (x, y) dy | dx. 
0|1*-2x 


. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o 


conjunto.) x? + y"<lex+y+2<z<4. 


b)x>0,y>0,x+y<1le0<z<x +y. 


c) <0y<1-Xe0<zs1-X. 


d) +y+3<z<4. 

e) X+4y<4ex+y<sxz<xx+y+1. 
A x>0,x<y<1le0<z<ey. 

g) x+y<aey +z <a (a>0). 
h) x+y<sz<si-x. 

) x+ty+z<1,x>20,y20€ez2>0. 
j) x<y<1,x>20,7220e7 +x+xy' < 2x. 
D x +y <z<2x. 
m)x<z<1-yex>0. 

n) 4x+ 2y<z3x+y+1,x0>ey>0. 
o) O<z<seny e yx =y=< ir. 


. Utilizando integral dupla, calcule a área do conjunto B dado. 


a) B éo conjunto de todos (x, y) tais que Inx<y<1+Inx y=0ex<e. 
b) B= fa, YER? IV sysyx f 
c) B é determinado pelas desigualdades xy <2,x<y<x+1ex>0, 


4 
d) B= as y) E R2ix>0—=< 3y = — 3x2 + 7x t, 
| x | 


e) B é limitado pelas curvas y =x) - xex =y- y. 


4 


MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA 
INTEGRAL DUPLA 


4.1. PRELIMINARES 


Seja (x, y) = q (u, v), (u, V) € Q, uma transformação de classe C* no aberto Q 
C Rº. Seja A um retângulo, de lados paralelos aos eixos, contido em O. 


u, +t Au constante 
u, constante 7 


Seja B = ọ (A) = { y (u, v) E€ R° | (u, v) € A}. Assim, q transforma o retângulo A 
no conjunto B. Estamos interessados, a seguir, em avaliar a área de B, supondo 


Au e Av suficientemente pequenos. 
Observamos, inicialmente, que se y (t) = (x(t), y(t)) for uma curva de classe 


C*, o comprimento s = s (t) do arco de extremidades y (a) e y (t) (a fixo) é (veja 


Y(t) 


t 
Vol. 2) sp) =Í y (u) Il du. s(t) 
a 


v(a) 
Pelo teorema fundamental do cálculo (observe que || y' (u) || é contínua, pois 


e 
estamos supondo y de classe C ) A = | y (ð ll 
dt 


e, assim, a diferencial des = s (t) será 
ds = || y' (t) || dt. 


Deste modo, teremos 


Y(t+ At) 


As =| y' (t) Il Ar 


onde As é o comprimento do arco de extremidades y (t) e y (t + At), com At > 0. 
Evidentemente, a aproximação será tanto melhor quanto menor for At. 

Como y' (t) é um vetor tangente à curva y, em y (t), segue que y' (t) At será, 
também, tangente a esta curva em y (t); além disso, o seu comprimento || y' (t) 
Atl| = || y' (t) || At é aproximadamente o comprimento do arco de extremidades y 
(t) e y (t+ Ab). 


y (1) At 


; : ) 
Voltemos, agora, ao nosso conjunto B. A derivada E (u , v ) desempenha 
ov 0 0 


(em relação a curva v oo q (Uo, V)) o mesmo papel que y' (t). Pelo que vimos 
acima. 


AV 


dp 
—— (ug. Vo) 
Wo | 


é aproximadamente o comprimento do arco MQ. Do mesmo modo, 


Au 


g 
ps dl (UN. VO 
du 


é aproximadamente o comprimento do arco MN. 


dy 
pe (Uy, Vo) AV 


dp 
o (Us Vo JU 


Conforme você aprendeu em vetores, a área do paralelogramo determinado 


) ) 
pelos vetores si (Up, Vo) Au e r? (ug, Vo) Av é: 
du dv 


[2 (Un, vo) Au | A (2 (ug. Yo) av] Au Av. 
du dv 


dp dp 
= | —> (ug. vo) A — (ug. vo) 
| pa SP dis 


Assim, 


Au Av. 


área de B = La ti vo) A Ga (ug, vo) 
du dv 


Seja, agora, (ū, y) um ponto qualquer no retângulo A (u, < Ū < Uo + Au e v, < 


y < Ye + Av); tendo em vista a continuidade de oa ae e supondo Au e Av 
du 

A pequenos, teremos: 

dp dp, dp — — _ 2E 

— (u, v) = — (Up, vo) e — (u, v) = — (Up. vo). 

du du Cy a O 


área de B = dp dp Au Av. 


— (u, V) A—= (u, V) 
gu dv 


La 2 (u, vV) A ee (u, v) 
du dv 


Deste modo, o número pode ser interpretado como 


um fator de ampliação (ou contração) local de área. 


De (x, y) = q Uu, v, x = x (u, v) e y = y (u, v), segue 
= > => 
i f K dx dy 
dp dp dx dy en ae] é 
(MAA laa SS == O [ma | em ou k. 
du ik dv (u, v) du ou ox dy 
x Y ol ly æ 
w & 
Como 
à D| |æ dx 
du dul=|du œ 
à wo à 
dv dy du o 
resulta 
dx dx 
A AA e Do, 
du = ay k 
du A 
onde 
dx œx 
9 (4,9) _ du dv 
o(uv) (D Y 
du dh 


é o determinante jacobiano da transformação (x, y) = q (u, v). Assim, 


; ) ) Era 7 
isto é, a norma do vetor Ea yA (u, v) é igual ao módulo do 
ou OV 


determinante jacobiano da transformação (x, y) = ọ (u, v). 


EXEMPLO. Considere a transformação q dada por x = p cos 0 e y = p sen O 
(coordenadas polares). 


a) Calcule o determinante jacobiano. 


b) Seja A um retângulo (no plano pô) situado no 1.º quadrante, de lados paralelos 
aos eixos, e com comprimentos Ap e A6. Avalie a área de B = q (A). 


Solução 
a) 
à dx 
d (x, y) se dp de = cos O — p sen 6 o 
Hp.) |Æ Æ| I|seng pcos6| 
dp d8 


b) 


6 + A 6 constante 


8 constante 


x 
i p + Ap constante 


p constante 


área de B = p Ap A0 


d(x, y) 


) ) 
pois, a (p. 0) A Eip, 0) = p. Observe que o comprimento do 
dp 6 


d(p, 0) 
segmento MN é Ap e o do arco MQ é p A0. Deste modo, a área de B é 
aproximadamente a área de um retângulo de lados Ap e AB. 


E 
4.2. MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL DUPLA 


Sejay: Q C R? > R? Q aberto, uma transformação de classe C! e seja B,, 
um subconjunto de Q. Seja B a imagem de B,, pela transformação q. 
Suponhamos, por um momento, que B,, seja um retângulo de lados paralelos aos 
eixos e que q seja injetora no interior de B,,. (O interior de B,, é, por definição, o 
conjunto formado pelos pontos interiores de B,,.) Seja P = ((u, v) | i = 0, 1, 2, 
... nej=0,1,2,...,m) 


uma partição de B,,. 


y; constante 
y¡_ constante 


uz constante 


s ; constante 


E = 


Gp Fj) = 9 (8) 


Seja R; o retângulo ui, < u < u; Vi - 1 S v < v; e seja B; a imagem de R; pela q. 


; d hoD = o n 
Temos: área de B.. = |" (u. v;) A—= (U;, Vi) Au; Av;. 
y du C? dv "? nai 


Consideremos, agora, uma função f (x, y), a valores reais, contínua em B. 


Indicando por a (Bj) a área de Bj, devemos ter 
m 


n 
D ff fix,y dx dy= Y Y fG yi) a (Bj) 
B LA 
sendo razoável esperar que a soma do 2.º membro tenda para a integral do 1.º 
membro quando A tende a zero, onde A é o maior dos números Au; e Av, i=1, 


2, ... nej=1,2,..., m. Como a (B;) = + (ui, vj) A E g v;) 
ou 


Au; Av; 


(Xi, Yj) = q (U, Vj) 
resulta que a soma que aparece em ® é aproximadamente 


n m 2 ETA ) pa ipi J ES 
© 2 > rom pap q Au; Avj. 


i=lj=1 ou 


E ) J 
Da continuidade de f (ọ (u, v)) |z (u, v) A zZ (u, v) 
ou 


no retângulo B , segue 
G , 


uv 


hp dp 


o 
— (u, v) A — (u, v) || du dv 
du A 


dv 


que Y tende a |), fíp(u, v)) | 
uv 


quando A tende a zero. E razoável, então, esperar que 


) p) 
ff f(x, y) dx dy = If fíp(u, v)) dá (u, v) A maai (u, v) || du dv 
B Ba du dv 
ou 
If f(x, y) dx dy fÍ fíio(u, v)) O (x, y) lu dy 
X, Y) ax ay = y Y ————— | du dv 
© B ` l i pa ð (u, v) 


pois, como vimos na seção anterior, 


4 J (x,y 
La (u AL (uv) = dás )) | 
o dv o (u, v) 


O próximo teorema que enunciaremos sem demonstração (para 
demonstração veja referência bibliográfica [33]) conta-nos que condições são 
suficientes impor a f, y e B,, para que O se verifique. 


Notação. Seja A um conjunto. O conjunto dos pontos interiores de A será 
indicado por Å. 


Teorema (de mudança de variáveis na integral dupla). Seja q: Q C R? 
> R°, Q aberto, de classe C, sendo q dada por (x, y) = q (u, v), com x = x 
(u, v) e y = y (u, v). Seja B,, C Q, B,, compacto e com fronteira de conteúdo 
nulo. Seja B a imagem de B,,, isto é, B = q (B,,). Suponhamos que q ( gw) = 


B. Suponhamos, ainda, que q seja inversível no interior de B,, e que, para 
O(x, y) 


todo (u, v) E p , 


(a Y) + 0. Nestas condições, se f (x, y) for integrável em 
uv AU, V 


d(x, y) 


du dv. 


B, entáo ff f(x, y) dx dy = fÍ fíp(u, v)) 
B Ba o(u, v) 


j) f% y) dx dy =? 
B 


)(x, y 
| x= x (u v), y = y (u, v); dx dy = LL du dv. 


du, v) 


rias Bs» (no plano uv) tal que B = q( Bi). 


d(x, 


ff f(x, y) dx dy = ff f (x(u, v), y (u, v))|— y) du dv. 
B Ba d (u, v) 


cos (x — y) 
EXEMPLO 1. Calcule ff — dx dy, onde B é o trapézio 1 <x +y <2, 
B sen (x + y) 


x20ey>0. 
Solugáo 
cos (x — y) 
|, LED arg 
B sen (x + y) 
Façamos a mudança de variável u = x - y, v = x + y. Temos: 
F, J 
ju =x- y Es e å 
lv=x+y Y 
; E 1 u 
y = — — — 
b - 2 


dx dx [a 
d (xXx; y) du dv 2 2 | 
o (u, v) WO e 2 
du dv 2 ta 
segue que 
) (x, y 
dx dy = LATA du dv = En du dv. 
i d (u, v) 2 
, fju=x-y 
Observe que a transformação (u, v) = Y (x, y) dada por | de 
v=x y 


é a inversa de (x, y) = y (u, v) dada por 


tjan] 


e que q é de classe C! em R°. 


A seguir, vamos determinar B,, de modo que B = q (B,,). Como y é a inversa 
de y, segue, então, que B, é a imagem de B pela y. 


JUE 
p: lv=x+ y 


x+y=1 


Observe que y transforma as retas x + y =1,x+y=2y=0ex=0, 
respectivamente, nas retas v = 1,v=2,v=uev=-u. Observe, ainda, que q ( B 


uv) = B 
Segue que 
cos (x — cos (x — y) cos u V cosu 
ff dx dy = Il — l ii dy = 1p Í du |dv. 
B sen (x + y) By sen v 2 — v sen y 
—— 
dx dy 
Como 
y q 
cos u sen u 
Í aii sy 
—y sen y sen v |, 
segue que 


~ — y 2 
ff AAA dx dy = | dv=1. E 
B sen (x + y) | 


EXEMPLO 2; (Envolvendo coordenadas polares.) Calcule 
ff sen (x + y) dx dy 
B 


onde B é o semicírculo x° + y< 1, y 2 0. 
Solução 


Façamos a mudança de variável 


fx=pcos0 e O | 
1) ly =p sen 6º dx dy = 20, 6) dp do. 
Temos: 
à dr 
d(x,y) _ |æ 30| _ |cosð  —psen6 


= p: 


d (p. 0) dY O sen pcos6 


dp 0 


Assim, 


dx dy = p dp d0 | (p =0). 


Como este resultado irá ocorrer várias vezes, sugerimos ao leitor decorá-lo. 
Vamos, agora, determinar Bpo tal que B = q (Bpo), onde q é a transformação 


O. 


Para que o ponto S permaneça no semicírculo B é suficiente que O pertença ao 
intervalo [0, n] e p ao intervalo [0, 1]. Quando o ponto (p, 0) descreve o 
retângulo Bo = {(p, 0) E R? | 0 <p < 1, 0 < 8 < n}, o ponto S descreverá o 
semicírculo B. A q transforma «ao retângulo Bpo no semicírculo B. 

Temos, então: 


dx dy 


» 3 » TRA » 
ff sen (X + y) dx dy = ff sen p“: p dp do = Í psen p dp dô. 
B Bog Bog 


Como 


E n| pl 5 l i 
O sen p* dp do = > sen p? dp | d0 = 7 | — — cos p? 
f f F f f f f 
Bo o [do 2 o 
resulta 


p e) T 
ff sen(x + y^) dx dy = —(1 — cos 1). a 
B l l 2 


Observação. Note que q é de classe C! em Rº; q é inversível no interior de Bp e 


d(x, y) _ + 0, 
d(p, 0) 


q (Bos = p. Além disso, para todo (p, 0) E pps, 


Observe que gro = {(p, 0) €Rº|0<p<1,0<6<7n). 


EXEMPLO 3. Calcule Il, Jx? + y? dx dy, onde B é o triângulo de vértices (0, 
0), (1, 0) e (1, 1). 
Solução 


A mudança de variáveis para coordenadas polares elimina a raiz do 
integrando, o que poderá facilitar as coisas. Vamos, então, tentar o cálculo da 
integral em coordenadas polares. 


fx=pcos0 . 
ly=psen6 ” 


dx dy = pdp do. 


Vamos, agora, determinar Bop. 


A equação da reta x = 1 é, em coordenadas polares, p cos 0 = 1, ou seja, p = 


a T z 4 
= sec 0. Deste modo, para cada 6 fixo em o. Zi p deverá variar de 0 a 
cos 


x 
sec 6. Bop é, então, o conjunto de todos (0, p) tais que O < 0 FE 0 <p< sec 0. 


Temos: 


lx? + y? ix dy = || >- p dp do = Í] 2 dp do. 
[[ F ash, Pedgao fh, p a 


dx dy 


Como 


E [ psecó 1 E 
o, p? dp do = p 1 p? de do = 3 E sec? 8 de 


= : [sec 0 t2 0 + In (sec 8 + tg 0)] 


6 


O aja 


resulta 


| a | 
j) yx? +y? dx dy =— [2 +1n (1+ 2) 
al 6 


(Veja: f sec? 9 dg = Í sec 8 sec? 0 dg = sec dig O — f sec O tg 0 tg 6 d0 
T 1 
f g 
= sec O tg O — Í sec? 0d + Í sec 0 dô; 


portanto, 


2 | sec? 0 d0 = sec 0 tg 0 + Inlsec0+tgOl+k; 


ou seja, 


[ sec? gao = — [sec 0tg0+ In | sec O + tg 01] +k.) a 


P » 


1 x hh 
EXEMPLO 4. Calcule |, | | x ax? + 3y? dy dx. 


Solução 


Primeiro vamos determinar a região de integração. Para cada x fixo em [0, 
1], y deve variar de O a x; a região B de integração é, então, o conjunto de todos 
(x, y) tais que 0 < x < 1, O < y < x, ou seja, B é o triángulo de vértices (0, 0), (1, 


| x f i 
0) e (1, 1). Assim, | j X4 x? + 3y? ay dx = II, x |x? + 3y? dx dy. 
0 


A mudança de variável 


p =p cos 6 
x= pcos 
D ou 3 
f ys 
v3 y=psenó0 | ni p sen O 
elimina a raiz do integrando. (Observe que x? + 3y = p°.) Temos: 
—psenO cos | 
a É A y) y3 
> Lda /3 O Ro de 
ð (0, p) — pcos6 >= sen 6 E 
3 3 
Assim 
o (x, y) V3 
dx dy = |— | do dd = — p dp dO (p = 0). 
ETT T re P 


Vamos, agora, determinar Bop. 


Observe que ® transforma a reta x = 1 na curva p = sec 6; por outro lado, ® 


TT 
transforma a reta y = x na reta O = a 


Temos, então: 


| B 
IR yx? + 3y? dx dy = ff E p? cos 6 dp do. 


Bop 3 
Como 
— T 
13 43 — sec 6 
ff, - A P cos 0 dp do = [3 | p? cos 8 dp | d0 
Bao 3 3 J0 0 
; x sec 6 x 
3 (5| pf 3 (7 
= f3 E coro do = 15 [3 sec? 0 do 
3 J0 4 0 12 Jo 
resulta 


a| 


hi 2 3 > > - 
IR yx2+3y2 dx dy = Sa [sec O tg O + In (sec O + tg 1, 


e, portanto, 


[243 + In (2 + /3)1. 


hi 
elo 


ff x 12 + 3y? dx dy = 
B 


+% j 
EXEMPLO 5. Calcule f E de 


— 00 


Solução 


Façamos 


Hr) = f er dy = f e” dy (r> 0). 
ad e h 


I (r) = área da região hachurada 


Temos: 
F » r » r r 2 2 
(my = | id dx | ev dy =Í Í e de dy. 
au Ee E S” 


Sejam B e B, os círculos inscrito e circunscrito, respectivamente, ao 
quadrado - r <x <r,-r <y <r; o raio de B ér e o de B; éh r. Temos: 


fe" dx dy < P < ff e=- ax dy. 
B B 


1 


Pela mudança de variável x = p cos 0, y = p sen 6 obtemos 


2 


x2 y? 2x r l m r ”» r2 
e? -F de p=] | =P p dp 16 = | 16 | ye P dp=n[l-e”] 
|), e E cido pap aid 
De modo análogo, 


pt ax dy = nn- e] 


1 


Assim, 
nil-e™?] = [Kr]? < r[1-e7??] 
ou 
Jal- e] s rs yan- et’). 
Como 


lim yr [1 an E] = TT = lim y [1 da e 2] 
Es r5 +2 


segue, pelo teorema do confronto, 


er ” 
lim Hr)= lim ] eU di=xxT 
r>+0 r>+0%1r 


ou seja, 


EXEMPLO 6. Calcule 


ff x Jx? + y? dx dy 
B 


onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 


X<y<x 


Solução 


B é o conjunto hachurado. Vamos tentar uma mudança para coordenadas polares 
[x =p cos O 
ly = p sen O 


Vejamos, inicialmente, como fica a equação da parábola y = x” em coordenadas 
polares. Temos p sen 8 = (p cos 07 


daí 


é a equação, em coordenadas polares, de y = x°, x > 0. 


Bop é, então, o conjunto 


T ; . sen O 3 
Para cada O fixo em o z| p deve variar de 0 até 20 ] Temos, entáo, 
cos” 


ff x yx? +y? dx dy = ff P? cos 9 dp dð. 
B Bop 


Vamos, agora, calcular a integral do 2.° membro 


T sen 8 sen 8 


T j 


Assim 


— sent 
JE sen O de. 


3 
“cos 0 dp dO = 
Das? 2 P 4 Jo cos! O 


Temos 


3 4 aca 2 2 
ee Otg 0 = sec 0 (sec” 0 — 1)”. 


Daí 


PA TE 
sen” 6 7 5 3 
[4 — do = já [sec” 8 — 2 sec” O + sec” 6] do. 
O cos' 6 0 


O cálculo da integral do 2.” membro fica para o leitor. (Sugestáo. Utilize a 


fórmula de recorréncia 
n l n—2 n=2 n—2 
sec” x dx = sec xtgx + se” de 
p=] ml 
Veja Vol. 1.) 
E 


EXEMPLO 7. Calcule 


ff Jx? +y? dx dy 
a 


onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 
y2x-xex+y-x<0. 


Solução 


e |— 


A parábola y = x — x e a circunferência x” + y” — x = O interceptam-se nos pontos 
(0, 0) e (1, 0). (Verifique.) Observamos que y = x é a reta tangente à parábola no 
ponto (0, 0). 


B é o conjunto hachurado. Vamos fazer uma mudança de variáveis para 
coordenadas polares. Vejamos como fica, em coordenadas polares, a equação y = 
x=x,0<x<l. 


p sen 0 = p cos 0 - p° cos” 0 


e, portanto, 


in E 2 PER osos Ž 


9 
cos* 0 


cos 6 — sen 6 
gA SR 


cos? 8 


Observe que para cobrir o gráfico de y = x — X, 0 <x < 1, O deve variar de O a E 


Fica a seu cargo verificar que p = cos 0 


z ~ . A . 2 2 
é a equação, em coordenadas polares, da circunferência x + y” — x = 0. 


. ! PES T E 
Para cobrir o conjunto B, O deverá variar de O a 5. Para cada 0 fixo em 
T a ; cos O — sen O E 
0, — |, p deverá variar de ———— a cos 6. 
4 cos* O 


Para cada 0 fixo em B z] p deverá variar de 0 a cos 8. 


cos 6 — sen 8 


i pm cos? q 
Temos 
ff Jx? +y? dx dy = ff yp? p dp do. 
B E E Bao ——, + 
E dx dy 
Segue que 
x m 
q —| pcos cos O 
Il, x? + y? dx dy = p fa 8 — sen ð p? dp do + j2 p p? ap do. 
cos? 0 4 


Daí 


= — y S 
(cos 6 sen 8) E £ : E cos? 8 da. 


ff 12 + y? dx dy = A E cos? 6 
B 3 20 cos 6 


Fica a cargo do leitor o cálculo das integrais do 2. membro. (Sugestão 


feos 8 dO = feos 8 (1— sen? 0) do = fa — u“)du (u= sen 0) 


-Í ai do = [E (v = cos 0); 
cos” O E 


“8 
pea do = | sec? 6 (sec? 8 — 1) dO 

cos” O 
(utilize a fórmula de recorrência mencionada no exemplo anterior) 
É io (v = cos 0).) 


sen? O sen 0 (1— cos? 0) 
pez = í [E 6 do = j= 
cos” O cos” O 


EXEMPLO 8. Calcule 
ff x? dx dy 
B 
onde B é o conjunto x + 4y < 1 


Solução 


Façamos a mudança de variáveis 


[x =p cos 8 
O 12y = p sen 0 
ou seja 
cos O 


Temos 


TEN — psen 6 E 0 Pp 
o (0,0) > P cos 6 5 sen 0/ 2: 
Assim, 
a (x, y)|_P 
ð (0, p) 2 


. r E . . . 7 o ) 
isto é, o módulo do determinante jacobiano é igual a o 


A mudança de variáveis ® transforma o retângulo 


Bo = {(0,p)|0<0<2m,0<p<1} 


no conjunto B dado. 


Observe que, para cada p fixo no intervalo [0, 1], a mudança de variáveis ® 
transforma o segmento {(0, p) |0 <0 <27} 


na elipse 


xX+4y =p” 


Temos, então, 


e, portanto, 


II, x? dx dy =>] 7 cos? 9 do |. p 3 dp = 2. a 
2 0 8 


EXEMPLO 9. Calcule 


ff y2x— x? — y? dx dy 
B 


onde B é o círculo x° + y° — x < 0. 


Solução 

2x- x -y =1-(x-1)- y 
Façamos 
O fx-1=pcos6 


|y= p sen 8 


o que significa que estamos tomando coordenadas polares com pólo no ponto (1, 


0). 
Substituindo ® na equação x? + y - x = O obtemos 


T 
p=-—co0s0, —=<0=< 


Para cada 0 fixo em E z p deverá variar de O a - cos 0 
fo que —cos O = 0 em E z] | 
Temos 
dx dy = p dp db. 
Então 
Jf 42x — x? — y? dx dy lla, fi J1- p? dp de 
e, portanto, 
37 


4 


l2x — x? — y2? dx dy = Í 
Il, N ; E x 


— | p— cos 0 í 
| Í, p1- p? do] de 


” 


- 


Para calcular fe J1 — p? dp façamos a mudança de variável u = 1 - p“ e 
= -2p dp. Então 


portanto, du 


fe J — p? dp == — L fu? du = -i E = — = Wi = p? P. 


Segue que 


37 


II, V2x —x2-y2 dxdy=- 5 fè Usen 91% — 1] do. 
9 


(Cuidado. sen? 9 = Isen ĝl.) Temos, então, 


37 
| a(o 

ff 21-12- y? ar dy=E == [2 Isen oÊ do. 
B i o ge 


Para calcular a integral que ocorre no 2.º membro procedemos da seguinte 
37 37 


forma: [2 Isen 8l? de = Je sen? 6 dg — ja sen? 8 d0 


de 


pois, 
T 
sen O em E r 
Isen 8l = a 
3x 
— sen 60 em E x| 
2 
Observando que sen 0 = sen 0 (1 -— cos 6) temos 
>) 
A sen? 0 do = j | sen O — sen O cos? 9 | do = - Ses E sai ol, == 
3 r 3 
7 2 
e 
37 
3 sa 
J2 2 sen? 0 d0 = -— À 
x - 
Conclusáo. 
f x 
ff y 2x — x? — y? dxdy= > — da E] 
B 3 9 


Exercícios 4.2 


1. Calcule 


a) Il, (é + 2y) dx dy onde B é o círculo x + y <4. 

b) Il, (é +y) dx dy onde B = ((x, y) € R |1< x +y< 4). 

c) Il, x dx dy onde B é o conjunto 4x + y <1. 

d) Il, sen (4x + y) dx dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 
4x +y<1ey>0. 

e) Il, ex y dx dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 1 < x + y 
54, =XSYSX X20. 

) ff HIE ar dy onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 

BIF ytt 

1). 

g) Il, x dx dy onde B é o conjunto, no plano xy, limitado pela cardioide 
p=1-cos 6. 


E, 2 
h) ff É — dx dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 1 + x < 
PESE 


y<2+x,y>x+xex>0. 


i) Il, x dx dy onde B é o círculo x + y -x<0. 


) Il, yx? + y? dx dy onde B é o quadrado 0 < x < 1,0 <y <1. 
k) |, dx dy onde B= (6,9) € Rx +y<Ly>xex>0). 
E 


1) ff (2x+ y) cos (x — y) dx dy onde B é o paralelogramo de vértices (0, 0), a 
B Wa 


TT A 
Z) 


/ 


2. Passe para coordenadas polares e calcule 


| 2 — x? 
a) Í Í 2 y x? + y? J dx. 
0| 4x4 
X dy dx. 
b) o | J40 i 


1| p+- x? 
0) Í Í i - xy dy | dx. 
UNI ES EE 


a x j m z 
d f [+ aja >0. 
0 0 
ss vo à [o > > 
e) Í Í ja —x*=—y* did (a>0). 
0 0 


P ff x dx dy onde B é a região, no plano xy, limitada pela curva (dada em coordenadas pola- 
B 


T T 
res) p = cos 30, -— <0<-. 
6 6 
2) ff dx dy onde B é a região, no plano xy, limitada pela curva (em coordenadas polares) 
j . 


T T 
p = cos 20, - — = 0 S —. 


4 
h) Il, xy dx dy onde B é o círculo x + y -2y<0,x>0. 


- Calcule II, y y? — x? dx dy onde B é o paralelogramo de vértices (0, 0), 


(4440D e|- —| 


aie 


? 


a” Rr 


. Sejam A = {(x, y) E R’ |l+x<y<2+xX,x>0ey>x+x)eB=((u, 
v) E R?|1<v<2,v>ueuz0}. 


a) Verifique que B = q (A) onde (u, v) = ọ (x, y), com u = xe v =y- x. 
b) Verifique que a área de A é igual à área de B. 


.- vo 


* Seja B o conjunto ad 
; b 


Í f(x,y) dx dy = ab IN j p f (ap cos 8, bp sen 8) dp dg. 
B 


<l,a>0eb>0. Verifique que 


4 


. Seja Bo conjunto (x — a +(y-B)<r (r > 0, a e B reais dados). 


27 | fr 
Verifique que ll f (x, y) dx dy = Í Į p g (8. p) dp dð 
B 0 0 


onde g (0, p) = f (x, y), x =a +p cos 8 ey =6B +p sen 0. 


8. Considere a função g(x, y) = f | yz? +y? | onde f (u) é uma função de 
uma variável real a valores reais, contínua em [a, b], O < a < b, e tal que f 
(x) > O para todo x em [a, b]. Seja B o conjunto B = {(x, y, z) | a? < x? + y” 
<b°’e0<z< g(x, y) 


a) Verifique que B é gerado pela rotação em torno do eixo z do conjunto 
tO,yz7)la<x<b,y=0e0<z<f(x)) 


b) Utilizando coordenadas polares mostre que o volume de B é 
rh 


27 | xf (x)dx. 
c) Compare com a fórmula estabelecida na Seção 13.2 do Vol. 1, 5.º 
edição. 


4.3. MASSA E CENTRO DE MASSA 


Seja B C R?, B compacto e com fronteira de conteúdo nulo. Imaginemos B 
como uma chapa delgada. Por uma função densidade superficial de massa 
associada a B entendemos uma função é: B > R, contínua e positiva, tal que, 


para todo B C B, | massa de B¡ = If S (x, y) dx dy 
B, 


1 


desde que a integral exista. Assim, se ó (x, y) é uma função densidade superficial 


de massa associada a B, então | massa de B = ff ô (x, y) dx dy 
B 


Se ó (x, y) for constante e igual a k, então a massa de B será igual ao produto 
de k pela área de B. Diremos, neste caso, que a chapa é homogênea; caso 
contrário, diremos que a chapa é não homogênea. 


Seja B, um retângulo contido em B; pelo teorema do valor médio, existe (s, t) 


€ B tal que ff ô (x, y) dx dy = ô (s, t) área de B} 
1 B, 


ou seja, 


massa de Bj 
A 
área de Bj 


Assim, ó (s, t) é a densidade superficial média (massa por unidade de área) de 
B,. Seja, agora, (x,, y,) um ponto qualquer de B, e suponhamos que os lados de 
B, sejam suficientemente pequenos. Tendo em vista a continuidade de ó 


_ massa de Bj 
ô E À Va -aa 
área de Bj 


Am = ô (x4, y¡) Ax Ay 


onde Am é a massa do retângulo B de lados Ax e Ay. 


Pela definição de integral, temos: 
m 


n 
massa de B = ff ô(x, y) dxdy = lim 2 2 ô(s; t) Ax¡Ay,. 
B A> 0i=1j=1 ] - 


É comum referir-se a dm = 6 (x, y) dx dy como elemento de massa. 


Escreveremos, então, | massa de B = II, dm 


Vamos, agora, definir centro de massa de B. Tomemos, inicialmente, uma 
partição de B. Em cada retângulo R; (i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., m) tomemos um 
ponto (s; t;). A massa de R; 


(Sp 17) 


será aproximadamente ó (s; t) Ax, Ay; (lembre-se de que devemos tomar ô (s;, t;) 
= 0 se (s; tj) não pertencer a B). Concentremos, agora, toda a massa de R; no 


ponto (s; t). O centro de massa do sistema obtido é, conforme aprendemos no 
n m 


2 e SO ls tj) Ax¡Ayj 
i=1j=1 
n m 
E A Ò (Si, t; ) Axi Ay; 
i=17=1 j f 


Vol. 1, 5.º edição, o ponto (Xe, Ve) onde Xe = 


n m 
da. E ti ô (Si; ti) Axi Ay; 


— _ i=l j=l 


E 


no m 
SE O(s. t;) Ax; Ay; 
i=] j=l | i 


O centro de massa de B é, por definição, o ponto (x, y.) onde 


ff x dm ff y dm 
Xe => BB e Ye — B 
If dm ff dm 
B B 


EXEMPLO. Calcule a massa e o centro de massa de um semicírculo de raio r, 
sendo a densidade superficial no ponto P proporcional à distância do ponto ao 
centro do círculo. 


Solução 


O elemento de massa é 


ER 
dm= kyxº + y? dxdy 
>> a 
ô (x, y) 


(x, y) 


onde k é o coeficiente de proporcionalidade. A massa do semicírculo B é 
massa de B = 31) y? + y? dx dy. 
B E 


Passando para coordenadas polares temos: 


krr? 


SE 
massa de B = kÍ lG de dO = 
0 


O centro de massa de B é o ponto (x, y.) onde 


ff x dm 1) xx + y? dx dy 
= Bo = B 


x: 
massa de B massa de B 
e 
kff yx? + y? dx dy 
ET SÓN 
E 
massa de B 

Temos 


=== m 
x |x? + y? dxdy = i 3 cos 0 do | dp = 0. 
pa i } AGR P P 


Por outro lado, 


ia = r| (T 3 ri 
ff ya x4 + y4 dxdy = Í Í p° sen O dO | dp = —. 
po r 0/40 2 


2 3r 
O centro de massa de B é o ponto (x, y ) onde x. = 0ey. = =—.. 
C C de 


Exercícios 4.3 
1. Calcule o centro de massa. 


a) ó(x,y)=y e Bo quadrado 0O<x<1,0<y<1. 

b) B= {(x, y) E R? | x? + 4y° < 1, y > 0} e a densidade é proporcional à 
distância do ponto ao eixo x. 

c) B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1) e a densidade 
proporcional à distância do ponto à origem. 


(Dx 


d) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x? < y < x e a densidade é 
constante e igual a 1. 

e) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x<y<x+1,0<x<1l,ea 
densidade é o produto das coordenadas do ponto. 

f) B é o conjunto de todos (x, y) tais que 1<x +y <4,y>0,ea 
densidade é proporcional à distância do ponto à origem. 


2. Seja B um compacto com fronteira de conteúdo nulo e com interior não 
vazio e seja ô (x, y) contínua em B. Seja a % O um real dado. Considere a 


mudança de coordenadas 
a — —> — > > + — 
E= s u FEY onde 4 =cosa i +sena j e v =—seng i +cosa j. 


B, é o conjunto B olhado em relação ao sistema xy e B,, é o conjunto B 
olhado em relação ao sistema st. Observe que B,, é a imagem de B, pela 
mudança de coordenadas acima. 


a) Verifique que 


Jjx=scosa-—tsen a 
ly=ssena+tcosa 


a (x,y) _ 
d (s, t) 


e conclua que 


b) Seja (x., Y) o centro de massa de B no sistema xy e (Sẹ t.) no sistema 
st. Mostre que (X,, Y.) = S, E +t, g: Interprete. 


. Utilizando o teorema de Pappus (veja Vol. 1, 5.º edição), calcule o 
volume do sólido obtido pela rotação, em torno da reta dada, do conjunto 
B dado. 


a) Béocírculox'+y<ley=x+2areta. 
b) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x? <y <xey=x - l a reta. 
c) B= {(x, y) E R? |x + 4y <1}ex+y=3 apreta. 
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INTEGRAIS TRIPLAS 


5.1. INTEGRAL TRIPLA: DEFINIÇÃO 


Seja A o paralelepípedo a < x < a4, b < y < b4, € < Z < &,, onde a < a, b < b; e 
c < c, são números reais dados. Sejam P}: a = Xo < X4 < X> < ... < Xp = 013 P,: b = 
Yo < Y1 < Y2 <Ym= bı e P3: C = Zo < Z; < Z, < ... < Zp = C, partições de [a, a], 
[b, b,] e [c, c,], respectivamente. O conjunto de todas as ternas (x; y;, Z,), com i = 
0,1,2,..,nj=0,1,2,..,mek=0,1,2,..., p, denomina-se partição do 
paralelepípedo A. Uma partição de A determina mnp paralelepípedos Aj, onde 
Aix é O paralelepípedo xi. |, < X < X; Yj-1 SY < Yj, Zk-1 Š Z < Zķ 

Seja B C IR*; dizemos que B é limitado se existir um paralelepípedo A, com 
BCA. 

Seja f: B C R? > R, com B limitado. Assim, existe um paralelepípedo A de 
faces paralelas aos planos coordenados que contém B. Seja P uma partição de A. 
Para cada terna de índices (i, j, k), seja X;, um ponto escolhido arbitrariamente 


no paralelepípedo Ate Pois bem, o número 
n m Pp 
O) ) 3 > FX) Ax; Ay; Az; 


¡=1 j=1 k=1 


onde f(X,,) deve ser substituído por zero se X;¡, É B denomina-se soma de 
Riemann de f, relativa à partição P e aos pontos X; 


A integral tripla de f sobre B que se indica por Il, f (x, y, z) dx dy dz ou por 


II, f(x, y, 2) dV, é, por definição, o limite de ® (caso exista) quando A tende a 


zero, onde A é o maior dos números Ax, Ay;, Az, comi=1,2,...,n,j=1,2,..., 
mek=1,2,...,p. 


n m 


Pp 
f Í fx, y, z)dxdydz= lim Y Y Y AX Ax; Ay; Azp 
B A>0i¡=1j=1k=1" ” i 


Tal limite deve ser entendido como o que ocorre na definição de integral 
dupla. 


5.2. CONJUNTO DE CONTEÚDO NULO 


Seja D um subconjunto do R°. Dizemos que D tem conteúdo nulo se, para 
todo € > O dado, existir um número finito de paralelepípedos A,, A», ..., A, tais 
que D CA UA, U... UA, 


n 
Y m(A;)<e 
1=1 


onde m (A;) é o volume de A.. 

Grosso modo, dizer que D tem conteúdo nulo significa que D pode ser 
coberto por um número finito de paralelepípedos cuja soma dos volumes seja tão 
pequena quanto se queira. 

Seja K, K C R?, um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo e 
seja f (x, y) uma função a valores reais contínua em K. Procedendo-se como no 
Exemplo da Seção 2.3, prova-se (a prova é deixada para o leitor) que o gráfico 
de f tem conteúdo nulo. 

Pode ser provado, ainda, que se q: Q C R? > Rº, Q aberto, for de classe C! 
e se K for um subconjunto compacto de Q, então q (K) terá conteúdo nulo. 

Seja D = D, U D, U ... U D, onde D; (i = 1, 2, ..., n) ou é o gráfico de uma 
função contínua f : K C R? > R, K compacto, ou a imagem q (K) de um 


compacto K C Q, onde q: Q C R? > Rº, Q aberto, é de classe C!. Tendo em 
vista que a reunião de um número finito de conjuntos de conteúdo nulo tem 
conteúdo nulo (verifique) resulta, do que vimos acima, que D terá conteúdo 
nulo. 
. 3 RL a é 7 
Os subconjuntos do Rº que vão interessar ao curso são aqueles cuja fronteira 
é um conjunto D da forma acima descrita. 


5.3. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA 
INTEGRABILIDADE DE UMA FUNÇÃO SOBRE UM 
CONJUNTO LIMITADO 


O teorema da Seção 2.4 estende-se sem nenhuma modificação para integrais 
triplas. 


Teorema. Seja B C R? um conjunto limitado e seja f: B > R uma 


função contínua e limitada. Nestas condições se a fronteira de B tiver 
conteúdo nulo, então f será integrável em B. 


Fica a cargo do leitor estender para as integrais triplas as propriedades 
relacionadas na Seção 2.5. 


5.4. | REDUÇÃO DO CÁLCULO DE UMA INTEGRAL 
TRIPLA A UMA INTEGRAL DUPLA 


Seja K C R° um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo e sejam 
g (x,y) e h (x, y) duas funções a valores reais contínuas em K e tais que, para 
todo (x, y) € K, g (x,y) < h (x, y). Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que g 
(x, y) <z < h (x, y), (x,y) € K. Observe que a fronteira de B tem conteúdo nulo 
(por quê?). Na figura seguinte, supusemos K um retângulo só para facilitar o 
desenho. 


MA — 2=h(x y) 


É x mA 


2=81x, y) 


a." 


Seja f (x, y, z) contínua em B. Com procedimento análogo ao adotado nas 
integrais duplas, prova-se que 


IR (x, y, z)dx dy dz = A pi, (x, y, ed dx dy 


Com as adaptações devidas temos também: 


6 h(x,2) 
jjj, 109.04 ay de= JJ, ræ yad a de 
onde B = {(x, y, 2)|g(x, z) = y = h(x, 2),(x, 2) € K} 


h(y. z) 
HI f(x,y. z)dx dy dz = ff ] f(x, y, as dy dz 
B Klely.z) 


20. S x < h(y, 2), (y, DE K} 


onde B = {(x, y, zZ) 


EXEMPLO 1. Calcule HI, x dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) 


tais queO<x<1,0<y<xe0<z<x+ y. 
Solução 
B= {(x, y, z) ER'|0<z<x+y, (x,y) K} 


onde K é o triângulo 0 <x < 1,0 <y<x. 


J]J, tdd f AA vde [dy 


Como 
x+y ao 
f > td = [xz po =x(x+ y) 
0 
resulta 
1 y 
HI x dx dy dz = ff (x? + xy) dx dy = | IN (x? + my dx. 
B K 0/0 
De 


x ml 3 
| (x? + xy) dy =| x?y += | => x? 
0 ali l 2 2 


segue 


Ea 3 
HI x dx dy dz = | 2x da=., 
B 0 2 8 


ou seja, 


Sí, x dx dy de =Å. - 


Seja B um subconjunto do RR”, limitado e com fronteira de conteúdo nulo. 


Definimos o volume de B por | volume de B = III, dx dy dz. 


Fica a cargo do leitor justificar tal definição. 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, Z) tais que x° + y” < 


z<2-x -y. 


Solução 


. à . : ~ rpe 2 2 2 
Primeiro vamos determinar a interseção dos gráficos z = xX? + y’ ez = 2 - x’ — 
y. Temos: 2 +y =2-x -y ex +y =1. 


A interseção é, então, a circunferência de centro (0, 0, 1), raio 1 e contida no 
plano z = 1. Sendo B o conjunto dado, temos: B = {(x, y, z) E€ R? | x? +y <z<2 
-x - y, (x,y) € K} 


onde K é o círculo x? + y? < 1. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto B.) 
e 
Assim, volume de B = III, dx dy dz = |. IA A de dy 
x? E E] 
ou seja, 


volume de B = 2 ff 1 E a = y”) dx dy. 
r 


Passando para coordenadas polares 


ff (1 — x? — y2)dx dy = E f (1 — p? Jp dp | do = 5, 
B i É 0 0 2 


Portanto, o volume de B é unidades de volume. 
E 


Seja B C R”, B compacto e com fronteira de conteúdo nulo. Imaginemos B 
como um sólido. Por uma função densidade volumétrica de massa associada a B 
entendemos uma função ó: B > R, contínua e positiva, tal que, para todo B, C 


B, massa de B, = II), ô (x, y, z) dV 
1 


desde que a integral exista. Assim, se ó for uma função densidade volumétrica de 


massa associada a B, então | massa de B = HI ô (x, y, z) dV. 
B 


Se ó (x, y, z) for constante e igual a k, então a massa de B será igual ao produto 
de k pelo volume de B. Diremos, neste caso, que o sólido é homogêneo. Caso 
contrário, dizemos que o sólido é não homogêneo. 


EXEMPLO 3. Calcule a massa do cilindro x° + y° < 1, 0 < z < 1, admitindo que 
a densidade seja dada por 6 (x, y, Z) = x°. 


Solução 


A massa M do cilindro B dado é 


M = f f f ô (x, y, Z) dx dy dz = HI e dx dy dz. 
B f i B À 


Temos 


á | 
ijj) x dx dy dz = ff | x? de as dy 
B K| 0 


A - A 2 l 2 > y o) 
onde K é o círculo x + y <1. Como | x* dz = [1 zh = y4 
0 


resulta 


j) f x? dx dy dz = ff x dx dy. 
B K j 


Passando para coordenadas polares, vem: 
27 1 27 
Wevara=[ || p? cos? 6 dp |do= =| [1 + cos 29] do = E. 
K i 0 0 8 J0 4 


sas Ñ T ; 
Portanto, a massa do cilindro é M = z unidades de massa. 


EXEMPLO 4. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, y, z) tais que x < z < 
1-y,x0>ey>0. 


Solução 


Inicialmente, vamos determinar a projeção no plano xy da interseção do 
plano z = x com a superfície z = 1 — y”. Os pontos (x, y) desta projeção são as 
soluções da equação x = 1 - y? 


E dai 


IIA 


onde K é o conjunto 


Assim, 


2 | bep >) 
volume = ff (1 — y* — x)dx dy = | | (1 — y* — x)dx jady. 
K o | do 


Como 
| — y? a ] — y? 
(1 — y? — x)dx =| x — xy? E PS [1 = 2y? + y*] 
0 2 2 


resulta 


1 fl 4 
volume = — | i 2y2 + yt) dy = —. E 
2 J0 ` i i 15 


EXEMPLO 5. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, y, z) tais que z > x” 
+y ex +y +z <2. 


Solução 


Inicialmente, vamos determinar a projeção no plano xy da interseção das 
superfícies z = x? +y ex +y +z =2. 


Os pontos (x, y) desta projeção são as soluções da equação 
xX +y +(x +y =n 


ou seja 


e, portanto, 
xX +y =l. 


A figura que apresentamos é a parte do conjunto B contida no 1.° octante. 


pa x?+ y? =1 


J2 Es x? -= y? 
volume = fff dx dy de = ||. da y dz |dx dy 
x? 4 y? 


2 2 


onde K é o círculo X + y < 1. 


volume = ARE = x? — y? — x? — y las dy. 
Passando para coordenadas polares vem 


27 | pl —— 
volume = k Ñ (p y2- p? — pº)do do 


e, portanto, 


8/2 -7 gi 
12 l 


volume de B = 


EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto B de todos os pontos (x, y, z) tais 


quex + y" <z<2x+2y-1. 


Solução 


Inicialmente, vamos determinar a projeção no plano xy da interseção do 
paraboloide z = x° + y” com o plano z = 2x + 2y — 1. Os pontos (x, y) desta 
projeção são as soluções da equação x? + y? = 2x + 2y — 1 


que é equivalente a 
(x- 1"+(y-1)=1. 


A figura que apresentamos a seguir mostra um corte do conjunto B por um plano 
vertical contendo o eixo z. 


QA 


Temos, entáo 


2x +2y-—1 
volume de B = ff f SO dz | dx dy 
K (4 ty 


onde K é o círculo (x — 1) + (y - 1} < 1. Como 2x + 2y - 1- x° -y =1-(x- 
Wsp 


resulta 


volume de B = ff 0 — (x- 1? — = 1)?] dx dy. 


Façamos 
p = p cos 0 
ly=1 = p sen 6 


o que significa que estamos passando para coordenadas polares, com polo no 
ponto (1, 1). 


Temos, então, 


] de B au É 1= p?) p do| do = E 
volume de B = ma =—. 
I e f f ( p“) p dp > 


Exercícios 5.4 


1. Calcule 


a) Jff, 92 dx dy dz onde B é o paralelepípedo 0 = x = 2,0 = y = feleçoes 


b) HI xdxdydzondeBéoconjunto0=x=1,0=y=lexty<i=sx+y+1. 
B 


c) II, Vi — z? dx dy dz onde Béoconjunto0=x=1,0=z72=le0=<y=z 
d) III, A UE dxdydzondeBéocubo0=x=1,0=y=le0=z7=<1. 

e) II, dx dy dz onde B é o conjunto x? + y <7<2x. 

P III, Q? + 22) dx dy dz onde B é o cilindro x? +y s 10=z=<1. 

2) |], dx dy dz onde B é o conjunto? + y? <z7<2xr + 2y-1. 

h) IJ, y dx dy dz onde B é o conjunto x° + 4y? <1,0<z<l. 

i) M x dx dy dz onde B é o conjunto x + y? <4,x >0,ex+y<z=<x+y+l. 
D ill, 2z dx dy dz onde B é o conjunto x? +y < 1, e+y+ Z-<4ez>0. 

Y) III, x dx dy dz onde B é o conjunto x? y <7<l- 2y?. 

m |), e” dx dy dz onde B é o conjunto 0 = x = 1,0<y=< xe0<7<l. 

n) Jff, x de dy a: onde B é o conjunto x? <y<=x0<z<x+). 

0) II), 2z dx dy dz onde B éo conjunto x? + y? +72 <4,7>0. 

p) III, 2z dx dy dz onde B é o conjunto 4x? + 9y? +2=<4,2>0 


q) HI cos z dx dy dz onde B é o conjunto O = x = qO<y< Zex-y<z<x+). 
B 


N 


r) jif (y — x) dx dy dz onde B éo conjunto 4 = x + y = 8, 2 <y< 2 y>xe 
B x x 
PR 
0O=z= R. 
y x+y 


Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o 
conjunto.) 0<x<1,0<y<1e0<z<5-x - 3y’. 


b) 0O<x<1,0<y<x e0<z<x+y. 
c) X +y <z<4. 

d) xX? + 4y <z<1. 

e) +y<dex +y+z<9. 


N x+4y+97<1. 


4 


=£ 1 (a > 0,b > 0ec> 0). 


| Spa 

8 > P 2 
o Y E 

h) xX + y" <z< dx + 2y. 

i) Xey alex tras, 

J) Ê +y zs 4-3? — 3y?. 

D R-a?} +y <a, x +y +z < 4a, zzo (a> o0). 

m) x +y <a ex +z <a (a> 0). 

n) L+y + = a ez> £ (a > 0). 

o) x<z<1-yey>0. 

p) X+2y/<7<24-x(a>0). 

q) x+y+(2z-1<lezsx+y. 

r) 4x? +9y +z’ <4e4x"+9y"<1. 


. Calcule a massa do cubo 0 <x<1,0<y<1le0<z<1, cuja densidade 
no ponto (x, y, z) é a soma das coordenadas. 


. Calcule a massa do sólido x + y + z < 1, x 2 0, y 2 0 e z > 0, sendo a 
densidade dada por (x, y, Z) =x + y. 


. Calcule a massa do cilindro x? + y? < 4 e O < z < 2, sabendo que a 
densidade no ponto (x, y, z) é o dobro da distância do ponto ao plano z = 
0. 


. Calcule a massa do cone Jx? +y? sz 1, sendo a densidade no ponto 
(x, y, z) proporcional ao quadrado da distância do ponto ao eixo z. 


. Sejam B C R’ e f(x y, z) uma função contínua em B. Seja (Xo Yo Zo) UM 

ponto interior de B. Para cada natural n, seja B, uma bola de centro (xo, 

Yo Zo) e raio r,, com B, C B. Suponha que r, tende a zero quando n tende 

a + oco. Seja V, o volume de B, Prove que 
Wo a 

lim — f f(x, y, z) dx dy dz = f (Xo, Y Zo) 

ze am IR . 0 +0 <0 


n— 


(Sugestáo: Utilize o teorema do valor médio para integrais.) 


8. Seja B C R? e sejam f e g duas funções contínuas em B. Suponha que, 
para toda bola B CB, Dara y, 2) dx dy dz = 15, g (x, y, z) dx dy dz. 


Prove que f (x, y, Z) = g (x, y, z) em todo ponto (x, y, z) interior a B. 


9. Seja B C R? uma bola fechada e seja f. B > R uma função contínua, 
com f (x, y, z) O em B. Prove que fj, f(x,y, z)dV> 0. 


10. Seja B C Rº um conjunto limitado, com fronteira de conteúdo nulo, e 
seja f: B > R uma função contínua tal que f (x, y, z) > 0 em B. Suponha 


que |, f (x, y, z) dV = 0. Prove que f (x, y, z) = O em todpo pomto 


interior de B. 


11. Calcule Il, x dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que O 


<x<1,0<y<1ez= 2. Compare com o Exercício 10 e explique. 


5.5. MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL 
TRIPLA. COORDENADAS ESFÉRICAS 


O teorema de mudança de variáveis na integral dupla estende-se sem 
nenhuma modificação para integrais triplas. 


Teorema (de mudança de variáveis na integral tripla). Seja q: Q C R? 
> R?, Q aberto, de classe C', sendo o dada por (x, y, z) = q (u, v, w), com x 
= x (u, v, w), y = y (u, v, we z = z (u, v, w). Seja B,, contido em Q, By 
compacto e com fronteira de conteúdo nulo e seja B a imagem de B,,, pela 


p. Suponhamos que Y (puw) = p e que q seja inversível no interior de Bw- 
d(x, y, zZ) 


Suponhamos, ainda, que #0 para todo (u, v, w) E puw. Nestas 


d (u, v, w) 
condições, se f (x, y, z) for integrável em B, então 


du dv dw. 


III, f(x,y. z) dx dy dz = LS, Je v, v) (2522 Er? z) 


sen (x + y 
EXEMPLO 1. Calcule IJ, is so E a, FO dydz, onde B é o 
x+2y+2 
paralelepípedo 1 =x + 2y+2=2,0=x+y-2= > e0=7=<1. 
Solução 


Façamos a mudança de variáveis: u =x +y-Zz V=x+2y+zew=z. 


ju=x+y=2 [x=2u—v+3w 
Temos: ;jv=x+2y+z e y=—u+v— 2w (Verifique.) 
be =7 la = Y» 
Segue que 
dx dx dx 
du dv dw 


Ay 2) = D y y = 1. (Verifique.) 
d (u,v,w) du dv dw 


dz dk d 
du dv dw 
Assim, 
ds dy de = du dv dw | 
B,w é evidentemente o paralelepípedo 


T = 
0O<u= SR a a 


E ; A T 
Temos, então: | K é o retângulo 0 = u = 7 l=v=2 


— 1 
111, + sen (x + y pi a A dy dz Ji, sen u das miL p sen u dw [du É 
x+2y+z ; 
= Í sen u du dv = Í lyfi sen u du = = | - >) In 
E Y ly 0 > 


N 


ou seja, 


II EO emp =ir- ga a 
à ITFIFEZ 2 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do paralelepípedo B dado no Exemplo 1. 
Solução 


volume de B = HI, dx dy dz. 


Utilizando a mudança de variáveis do Exemplo 1, vem: 


HI, dx dy de = [|] dudu [é du |, dv |] Sé == 


T 
Portanto, o volume de B é a (unidades de volume). 


EXEMPLO 3. (Coordenadas esféricas.) Cada ponto P = (x, y, z) fica 
determinado pelas suas coordenadas esféricas (0, p, p), onde O é o ângulo entre 
o vetor OR = (x, y, 0) e o semieixo positivo Ox, p o comprimento do vetor OP 
e p o ângulo entre o vetor Qp e o semieixo positivo Oz. 


As coordenadas cartesianas (x, y, z) do ponto P e suas coordenadas esféricas 


relacionamse do seguinte modo: 
[x = p sen q cos 6 
O) $ y = p sen ọ sen 6 


Z= pP COs Q. 


A seguir, vamos calcular o determinante jacobiano da transformação ®. 


Di si —p sen q sen 6 sen py cos 8 p cos q cos 0 
>" =| psenqcos0 sen q sen 6 p cos q sen 8 | = 
d (8, p, Q) 0 cos q —p sen q 
y —sen 0 sen p cos 0 cos py cos 68 , 
= p“ sen p| cos 0 sen y sen 6 cos y sen 0| = p^ sen q. 
0 cos q —sen q 


Assim, 


O(x, y, Z) 2 
== fp sen o 


d (0, p, $) 


Como este resultado irá ocorrer várias vezes, sugerimos ao leitor decorá-lo. 


Seja S= Q p, ¢) ER? 


0<0<7m,pz0ec0<p=< zÍ um compacto, com 


fronteira de conteúdo nulo, contido em S. Observamos que a transformação dada 


por O é inversível no interior de S e que, para todo (0, p, y) em 
o O(x, y, Z) 


0pp > + 0. Seja B a imagem de Bopp pela transformação ®. Então, B 


d (0, p, e) 
é a imagem de papo pela transformação O (verifique). Então, se f for contínua em 
B 


fff f(x,y, 2) dx dy dz = 
B 


2) Sí f(p sen p cos 0, p sen y sen 0, p cos q) p sen q d0 dp dy E 
Boop 


EXEMPLO 4. Seja Boo um paralelepípedo de faces paralelas aos planos 
coordenados e de arestas A0, Ap e Aq, contido no conjunto S acima. Seja B a 
imagem de Bepp pela transformação x = p sen y cos 0, y = p sen ọ sen ĝðez=p 
cos q. Mostre que existe (0, p, q) em Bop tal que 
volume de B = p? sen p¡ AG Ap Ag. 


Solução 


x = p sen p oos 9 
y =p sen y sen ê 


volume de B = HI, dx dy dz. 


Passando para coordenadas esféricas, obtemos: 
ff dx dy dz = HI p? sen q do dp de. 
B Boop 


Pelo teorema do valor médio para integrais, existe (0,, p,, (,) em Bopp tal que 
HI p sen p dd dp dy = pi sen pj AG Ap Ag. 
Boop 


(Observe que AO Ap Ag é o volume de Bopp.) Portanto, existe (0,, p,, p,) em Bepo 
tal que volume de B = pî sen p, 40 Ap Ap. 


Para A0, Ap e Ay suficientemente pequenos, med MN = på e 
med MÈ = p sen q AQ. 

O volume de B é aproximadamente o volume do paralelepípedo 
retângulo de arestas p Ag, p sen q AQ e Ap, onde 0, pe q são as 
coordenadas esféricas de M. 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que a fórmula ®© que 


precede o Exemplo 4 continua válida mesmo quando Bepp estiver contido no 
conjunto de todos (0, p, p)tais que 0<0<27,p>0e0<qp<r. (Verifique.) E 


EXEMPLO 5. Calcule a massa da esfera x? + y” + z° < 1, supondo que a 
densidade no ponto (x, y, z) é igual à distância deste ponto à origem. 


Solução 
A massa M da esfera é 


M = RE + y? + 22 dx dy dz 


onde B é a esfera x° + y” + z° < 1. Passando para coordenadas esféricas, obtemos 


M = III, Vp? P? sen o d0 dp do 


Spy 


onde Bø é O paralelepípedo O<0<2m,0<p<1,0<qpy<r. Segue que 


27 | T 
M = | do | pP? dp | sen p dy = 7 (unidades de massa). E 
0 0 0 


EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que 1 < x + y 
+zZz<3,x+ty<z<x+ty+2,x20ey20. 


Solução 


Façamos a mudança de variáveis 


O lv=x+y+2 


que é equivalente a 


= 
Il 


(—u + v — 2w) 


< 
Il 


=T 


N 
Il 


t 


A O transforma os planos 
x+y+z=lex+y+z=3 
nos planos 
v=1lev=3; 
transforma os planos 


Z=X+yez=x+y+2 


nos planos 
u=0eu=2; 
transforma o plano x = 0 no plano w = 0; finalmente, transforma o plano y = 0 no 
| U=7—X 
plano¿v=x+2 


wW=x 
ou seja 
2w =v-u. 


A condição x > O acarreta w > 0; a condição y > O acarreta — 2w —- u + v>0. 


a O) transforma o conjunto B no conjunto B,,,,,. 


0 
l 
| us 
l 
3 


Temos 


d(x, y, Z 
d (u, v, w) 


Nn|=n]|= >o 
| 
to | — 


Assim 
1 
[| «rav az ==> Si, du dv aw. 
Bo 2º" Baw 


Portanto, 


1 E 
volume B = — ff IR dw | dudv 
2 K| 20 


onde K é o compacto 


Temos 
sd l 2 v 1 3 21 
ff |? dw dudy = | | — (v—u) du dy + | | — (v — u) du | dv. 
K | “0 1 o 2 2 o 2 
Logo, 
25 
volume de B = Eh (Confira.) E 


EXEMPLO 7. Calcule 


HI x2 + y2 + 22 dx dy dz 
B 


onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que 


Solução 
Vamos passar para coordenadas esféricas 


|x = p sen ọ cos 6 
4y = p sen q sen 6 
[2 = p cos q 


Temos 
dx dy dz = p° sen q dọ dp do. 


Vejamos como fica a equação do paraboloide em coordenadas esféricas: p cos q 
= p° sen? q cos” 8 + p° sen” q sen” O 


ou seja 


O conjunto B é obtido pela rotação da região hachurada, em torno do eixo z. 
(Observe que z = x? + y? é uma superfície cônica obtida pela rotação da reta 
fz =x 
ly=0 


em torno do eixo z.) 


Para cada (0, o) fixo, com 
T T E cos 
0=0=271e — <p <= —, p deverá variar de O a Brico a 
4 2 sen* q 
Temos 


HI Jx? + y? +z? dx dy dz = ff r p? sen q dy dp de 
B App 


onde Bop é o conjunto de todos (0, qy p) tais que 


0<0< 27, ep dwg EE 


9 . 
4 2 sen^ q 


Então 


cos q 


J) P? sen p de dp do = Ho pra p? sen q dp | do do 
Boop K 


0 


a y a T 
onde K é o retângulo O = 0 = 27, T ER y 


Segue que 
d 4 
; T E OB 
fff 2 +y +2 araya= Z [2 DL 
B 2 seno 
4 
T 
Fazendo f = — — u, obtemos 
E. a sen” u Fi 2 2 
E — a = E — dus [2 sec? u(sec? u — 1)? du. 
Z sen'q 0 cos!u 0 


Para calcular a última integral, utilize a fórmula de recorrência 


n—2 2 E 
sec xtgx + sec" “de 
a —1 = 


f sec” x dx = 


(Veja Exercício 2a da pág. 360 do Vol. 1, 5.º edição.) 


EXEMPLO 8. Calcule a massa do sólido 

D 2> Le +y + Az 

sendo a densidade no ponto (x, y, z) igual à distância do ponto à origem. 
Solução 


massa = HI yx? + y? +22 dx dy dz 
B 


onde B é o conjunto ®. 
Solução 
A equação do plano z = 1 em coordenadas esféricas é 
pcosp=1 


ou seja 


1 
cos q 


a E Ea E 2.) 
A equação da superfície esférica x° + y” + z? = 2z em coordenadas esféricas é p° = 
2p cos q, 


ou seja, 
p = 2 cos q. 
(Observe que 
xX +y +7 =27ex +y +(z-1?=1 


que é uma superfície esférica de centro (0, 0, 1) e raio 1.) 


Para cada (0, o) fixo, 
1 


cos q 


0O=0=2Tre0=<p= T P deverá variar de até 2 cos q. 


Temos, então 


2cosp 
massa = Sí f 1 p°? sen q dp | do dy 


cos q 


onde K é o retângulo 0 = 0 = 27, 0 = q = A 


1 ff 4 1 
massa = — 16 cos = sen q de dd 
4 JJK | á cost -| di 


ou seja 


T 
massa = — 
2 


com 


Fazendo u = cos q e, portanto, du = -sen ọ dy resulta 


| 
T 1 
massa = — f » |16u4 — — | du. 
2 J= y? 
” 


O cálculo da integral fica para o leitor. 


EXEMPLO 9. Calcule 


ff z dx dy dz 
B 


onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que 

— NE AZ 

(x—1) a (y-1) 1 aos 
4 9 
Solução 
(x — 1)? 4 (y — 1? Ms (x— 1? (y — 1? 
4 9 nica: 4 9 

1.º Processo 


Vamos, inicialmente, deslocar o centro do elipsoide para a origem. Para isto 
x =x-1 


basta fazer a mudanca de variáveis | v=y-—1 


w=z-1 
ou seja 


> 
¡y =v>+l 
dd 


Como 
d (x,y. 7) _ 1 (verifique) 


d (u, v, w) 


resulta 
ff z dx dy dz = Sí (w + 1) du dv dw 
B ' Re 


onde B, é o conjunto 


7 

u~ Pra 

Do sas 
4 9 


© 


Vamos, agora, transformar o conjunto ® em uma esfera. Para isto basta fazer 


x=! 
2 
a mudança de variáveis |, _ Vv 
3 
Z Fe à 
ou seja 
a =2X 
v=3Y 
a =Z 


Como 
d (u, v, w) e 


d(X, Y, Z) 


resulta 
ff y dxdyde=6 II), (Z+ 1) dX dY dZ 
l 


onde B, é a esfera 
X+Y+Z <1. 
Passando para coordenadas esféricas resulta 


ff z dx dy dz = 6 HI (pcos q + 1) p° sen q dp dọ de 
B Boop 


onde Bop é o paralelepípedo 


0<0<2n,0<p<m,0<p<l. 


Temos 
T 1 3 a 
ff z dx dy dz = 127 Í Í (p? cos p + p4) sen y dp | dy 
B 0 0 
T 
= rf [3 cos p sen o + 4 sen q] dy 
e, portanto, 
3 2 x 
HI zdxdydz= | —sen“p—4cosp | = 87. 
B 2 0 


2.” Processo 


Vamos fazer a mudanca de variáveis 
+3 
2 
© - 

| 


z-1=pcosg. 


= p sen q cos 6 


1 


= p sen q sen 6 


Temos 


(x, y, 2) y 
PA = 6p” sen q. (Verifique.) 
d (0, p, p) 


Bopp é O paralelepípedo 
0<0<2n,0<p<1,0<qp<r. 


Observe que para cada p fixo no intervalo [0, 1], © transforma o retângulo ((60, 
pp) |0<0<2n,0<p<ms 


no elipsoide 


Segue que 


HI z dx dy dz = 6 Sí (1 + pcos p) p? sen q dp de dB. R 
B Boep 


EXEMPLO 10. Considere a integral 


Jf [fC y, 2) ax dy dz 
sendo B o conjunto 
rsx+y+is<sR da -X-y20,220 


onde 0 <r < R e a > 0 são reais dados; f: B > R é suposta contínua. Passe para 
coordenadas esféricas. 


Solução 


| 9 ” z O Ao a ai 
yx“ + y“ é uma superfície cônica gerada pela rotação, em torno do 


| 1 
eixo z, da reta ° a`’ 
| x=0 


Para cada (0, q) fixo, com 0 < 0 < 27 e 0 < ọ < P (0, = arc tg a), p deverá variar 
R. Temos, então 


de r até 
R 
j) Ria y, Z) dx dy dz = ff ] 2(0. q. p)p? sen q dp | dO dy 


r 


onde K é o retângulo 0 < 0 < 27, 0 < ọ < Q, € g (0, ọ, p) = f (x, y, Z) com x = p sen 
o cos 0, y = p sen ọ sen 0 e z = p cos q. 


Exercícios 5.5 


1. Calcule 


5.6. 


a) HI x dx dy dz onde B é o conjunto x = 0, x + y +2=<4. 
B 


b) HI z dx dy dz onde B é o conjunto | = x + y +2=<4,2>0. 
B 


c) HI x dx dy dz onde B é o conjunto Ca A 2<1,x>0 
B 4 9 


d) HI Jx + y x + 2y — z dx dy dz onde B é a região 1 <x+y=<2,0=x+2y-2=<1 
B 
cO=z=<l. 


| 2 2 ») 
o fJ], cdrdydeonde Béo conjunto: = 43? + 2,2 ++ 2<1. 
B 


| : = a 2 2 A ; 
P Í Í Í |x? + y? +z? dx dy dz onde B é a interseção da semiesferax” + y^ + z^ = 4, z = 0, 
B 
es > P 
com o cilindro 1% + y = 1. 


* Calcule o volume do elipsoide aid PE ar en 


2 2 
a bo e 


. Calcule a massa do sólido 2 + y? +27 = 1ez= 1? + y?, supondo que 


a densidade no ponto (x, y, z) é proporcional a distáncia deste ponto ao 
plano xy. 


. Calcule o volume do conjunto z => Jx? +y? ex +y“ + 2 = 2az (a > 0). 


” 


. Calcule o volume do conjunto ¿> 12 + y? ex +y +z? =2ax(a>0). 


COORDENADAS CILÍNDRICAS 


Cada ponto P = (x, y, z) fica determinado pelas suas coordenadas cilíndricas 
(p, 8, z), onde p é o comprimento do vetor OP = (x, y, 0) e 0 o ângulo entre este 
vetor e o semieixo positivo Ox. As coordenadas cartesianas (x, y, z) do ponto P e 


suas 


© 


coordenadas cilíndricas relacionamse do seguinte modo 
x =p cos 0 


7 ii: E 


es es 


É = p sen 0 


Observe que ® transforma o paralelepípedo 0 <p <r,0<0<2m7e0<z<hno 
cilindro x +y <r e0<z<h. 
O determinante jacobiano de ® é dado por 


d(x, y, 7) e o 
———— = |sen6 pcos6 0 
d(p. 0. 2) 0 0 1 
e, portanto, 
(x,y 2) _ 
dp, 0, z) 


Em coordenadas cilíndricas temos entáo 


ff f(x,y, z) dx dy dz = III, fípcos 8, p sen 0, z) p dp d0 dz 
B poz 


EXEMPLO 1. Calcule III, Jx? + y? + 22 dx dy dz onde B é o cilindro X + y 


<1,0<z<1. 
Solução 
Vamos calcular a integral utilizando coordenadas cilíndricas. 
[x = p cos 0 | 
| y a p sen ð com (p, 0,2) E Brg. 
onde Bpez é o paralelepípedo 
O<p<1,0<B0<2ne0<z<1. 


Temos 


Í f Í [x2 + y2 +22 dx dy dz = f f f p „|p? + z? dp d0 dz. 
B Bog: 


Por outro lado, 


f f f p „|p? + z? dp d0 dz = ff de | i | de 
Bä 0 o | J0 
—""["[]"]D——————————+ 


A 


27 
| do = 27 
0 


e, portanto, 
P T. 
3 


3 
l = = 
Vamos, agora, calcular Í (1 + 72 )2 dz. Fazendo a mudança de variável z = tg 
0 


3 T 3 
0, obtemos f (1 T iz dz = E (1 + tg? 0)? sec? 0 d0 


ou seja, 


T 


3 2 
f (1 + z?)2 dz = | 4 sec? 9 d0. 
0 0 


Utilizando a fórmula de recorréncia 


= E 
É ai 201g0+ TO | secr=2 9 dg 
n=l m1 


Í sec” 0 de = 


resulta 


7 T 


4 5 l 3 3 3 4 
| sec? 0 d0 = | — sec? tg + — sec O tg0 + — In (sec 0 + tg0) | ., 
0 + 8 8 0 


ou seja, 
= o .m 3 
[4 sect 0do= +22 +E n (12 +1), 
0 2 8 
Segue que 
If f, |x? +y? +z? dx dy dz = 13 (1V2 -2+ 3In (V2 + D) z 


EXEMPLO 2. Utilizando coordenadas cilíndricas, calcule o volume do sólido B 
dado porx+y)-2x<0,0<z<x+y,x>0€ey>0. 


Solução 
xX +y -2x<0e(x-1f}+y <1. 


Façamos então 


com (p, 0, z) € Bpoz, onde Bpez é dado por0<p<1,0<0<mr,0<z<i+pcos6 
+ p sen 6. Temos ff A dx dy dz = ff ' pdp d0 dz 
poz 


Por outro lado, 


m pl l +p cosó + psen 6 
jif p dp do dz = Í | Í p dz | dp de 
Bo: o Jo [do 


ar el 1+pcos0 + p sen O 
= Z dp d0 
$ f [P l j 


m| pl á » 

=| | (p + p4 cos 0 + p4 sen 0) dp | d0 
T| 1 1 1 

=| — + — cos 0 + — sen 6 | d0 
ALZ 3 3 


Portanto, 


2 
II, p dp dB dz = — + z (unidade de volume) 
piz T a 


que é o volume do sólido dado. 


Observação. Se tivéssemos tomado o polo na origem teríamos 
a = p cos 0 


Com (p, 0, Z) € Bpoz onde Bpoz é dado por 


T 
p=2cos6,0<=0= > €0<z<pcos6 + psen 6. 


Desta forma, o volume será 

-= 2 cos | ppcos+ p sen ð ilga - a > gaa 0]a do 
= zZ p=]? | é COS * sen 
EU saunas É DOE cms mala 


T 
= f? He cos 0)? de cos 9)? sen J dg 


0 
8 e 
=> E (cos? 8 + cos? 0 sen 0) dg 
3 40 
TE E (Confira!) = 
xx y 


EXEMPLO 3. Calcule IJ, Jx? + y? — z dx dy dz onde B é dado por 0 < y < 


x0<x<1,0<z<x +y. 


Solução 


1.° Processo 


/ 24 y? | 
Ny awaj [Ra ec 


onde K é o conjunto 0 <y <x, 0<x<1. 


nn" ¿124 y? 

x+y ~ 2 2 

- [3 > Lo 2 
Ix" + y” — z dz =- —(x* + y” — 2)? 

0 Y ~ 3 ~ 
0 

3 

EE PEE 

IIA 


Assim, 


3 
A ————- 9 Es 
fff x? + y? —z dxdydz =|| => (12 + y2)2 dxdy. 
B K 3 


Mudando para coordenadas polares 


| x =p cos 0 
ly = p sen 0 
x=I<s pcos9=1 
resulta 


que já foi calculado no Exemplo 1. Portanto, 


í E: E = 
HI yx2 +y? -z drdydz = — |" +" +> In (2 +1) | 
B j 15 8 } 


2.º Processo (Utilizando coordenadas cilíndricas) 


ff f [x2 + y? —2 dxdydz = f ff Jp? —z pdp do dz 
B Ra 


0= 


onde Bp é dado por O = p = 


In 
D 

i 

la 

O 
o 

i 

IA 
= 


cos O ' 
Jp? -z pd do dz = Í] 
Jl, dê =: parana = ff, 


onde Kø é o conjunto 0 = p = 


paa | 
E a 
N 
2 
po 
t 
| 
Pa 
D 
R 
PR | 
a 
> 
a 
D 


cos 0 
E BE) d [ 2 3P 2 4 
À + cT =] — — “ — 71? — q 
j pr- az | Z plp a 2 A 
0 
Assim 
T 
JH! P? -z pd do dz = | 4 e 2 pt do | do 
E E gr e 
Tig 
= f4 sec? A de 
o 15 
Portanto 
E PR. 2 {42 W2 3 15.1 
ijj) ya? + y? -z dxdydz = — | >% + = + In (42 + 1) |. E 
B 51 2 8 g | | 


5.7. CENTRO DE MASSA E MOMENTO DE INÉRCIA 


Imaginemos uma partícula P, de massa m, girando com velocidade angular 
w, em torno de um eixo fixo. Suponhamos que a distáncia de P ao eixo seja r. A 


velocidade v da partícula será, então, v = wr e sua energia cinética será 
1 a.) nom Tam 

— mv? = — (mr*) w* = — Iw* 

2 2 2 


2, Eas SA a A 
onde I = mr? é, por definição, o momento de inércia de P em relação ao eixo. 
Consideremos, agora, um eixo fixo e um sistema de n partículas de massas 


m; (i = 1, 2, ..., n); seja r; a distância da i-ésima partícula ao eixo. Definimos o 
n > 
momento de inércia do sistema, em relação ao eixo, por: l = * M;r;. 


1=1 
Observe que se as partículas do sistema acima giram, em torno do eixo fixo, 
com uma mesma velocidade angular w, então a energia cinética do sistema será 


l 2.2 > 
y = Mv = >) a T ka Iw*. 


Consideremos, finalmente, um corpo B com densidade volumétrica ó (x, y, 
z). Definimos o momento de inércia de B em relação a um eixo fixo por 


I = HI r? dm (dm = ô(x, y, z) dx dy dz) 
B 


onde r =r (x, y, Z) é a distância do ponto (x, y, Z) ao eixo. 


EXEMPLO 1. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogênea, de raio 
R, em relação a um eixo passando pelo seu centro. 


Solução 


Consideremos a esfera com centro na origem e vamos calcular o momento de 
inércia em relação ao eixo z. A distância r do ponto (x, y, Z) ao eixo é |x? + y2. 


Como estamos supondo a esfera homogênea, sua densidade é constante, que 
suporemos igual a k. Temos / = ff Fa dm = pio? + y?) k dx dy dz 


onde B é a esfera x? + y” + z? < R°. Passando para coordenadas esféricas obtemos: 
I=k NA (p? sen? q) p? sen q de dp de 
plg 


onde Bop é o paralelepípedo 0 < 0 < 2m, 0 <p <Re0Q0 < ọ <n. (Observe: x = p 
sen p cos O e y = p sen y sen 0 = x + y = p° sen? q.) Segue que 


27 R T 3 2 s (7 3 
I=k | de | p* dp | sen? odo = km! | sen? edo. 
0 0 0 5 0 


Como 


E sen? pdy = E sen odo — E cos? osen pde = [cos E e A cos” q | = 
0 0 0 Plo 3 "E 


resulta 


4 7 
onde M = E TR3k é a massa da esfera. 


Consideremos um corpo B, com função densidade ó (x, y, z). O ponto (X., Ye 


ipa po je 


z ) onde x. =, Ye Ze = =r 
ff dm j) dm 
B B 


ff dm 
c B 


denomina-se centro de massa de B. 
EXEMPLO 2. Calcule o centro de massa do corpo homogêneo x? + y’ <z < 1. 
Solução 

Precisamos calcular apenas z,, pois, tendo em vista a simetria do corpo, em 


fff, dx dy dz ff pe dx dy dz 


relação ao eixo Oz, x =y = 0. Temos ze 


| f f k dx dy dz f f dx dy dz 
c c B B 
onde B é o conjunto x° + y° < z < 1 e k (k constante) a densidade. Seja A o círculo 
xX +y <1. 
Temos 


. | 
ff dx dy dz = fÍ j A g des dy = ff (1— x? — y?) dxdy. 
B A| 4x*+y* A 


Passando para polares obtemos: 


T 


ff dxdyd [Tao fa 2) pd 
Xx ay az = = = Š 
pd k o Ap?) pdp=— 


Por outro lado, 


ly: dx dy dz = Jf, IR y zde| dx dy = 5 II, fı —(x2 + y? ?] dx dy 


25 


LT aof 1 pod 
Ed x p“) p ap 


ou seja, 
T 
HI zdx dy dz = —. 
B i 3 
Assim, 
T 
3 2 
o Tr =a y 
2 


3 
Portanto, o centro de massa é (o, 0, =| 


Exercícios 5.7 


1. Calcule o momento de inércia do corpo homogêneo x + y+z<4,x>0, y 
>0ez>0, em relação ao eixo z. 


2. Calcule o momento de inércia do cubo homogéneo de aresta L, em 
relacáo a um eixo que contém uma das arestas. 


10. 


11. 


Considere o cubo O <x<1,0<y<1e0<zS< 1 e suponha que a 
densidade no ponto (x, y, Z) seja x. 


a) Calcule o momento de inércia em relação ao eixo Oz. 
b) Calcule o centro de massa. 


Considere o cilindro homogêneo (x - a} +y"<afe0<z<h. 


a) Calcule o momento de inércia em relação a reta x = ae y = 0. 
b) Calcule o momento de inércia em relação ao eixo Oz. 


(Teorema de Steiner ou dos eixos paralelos.) Seja L,, o momento de 
inércia em relação a um eixo que passa pelo centro de massa de um corpo 
e I o momento de inércia em relação a um eixo paralelo, a uma distância 
h. Verifique que I = 1,,, + Mh’, onde M é a massa do corpo. 


Aplique o teorema de Steiner ao item b do Exercício 4. 


Calcule o centro de massa da semiesfera homogênea x° + y +27) <R'ez 
>0(R>0). 


Calcule o momento de inércia de uma esfera homogênea de raio R, em 
relação a um eixo cuja distância ao centro seja h. 


Considere um cone circular reto homogêneo de altura h e raio da base R. 


a) Calcule o centro de massa. 
b) Calcule o momento de inércia em relação ao seu eixo. 


Calcule o momento de inércia de um sólido homogêneo com a forma de 
um cone circular reto de altura h e raio da base R, em relação a um eixo 
passando pelo vértice e perpendicular ao eixo do cone. 


Determine o centro de massa de uma semiesfera, cuja densidade no ponto 
P é proporcional à distância de P ao centro. 


12. Calcule o momento de inércia de um cone circular reto de altura h, raio 
da base R, homogêneo, em relação a um diâmetro de sua base. 
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INTEGRAIS DE LINHA 


6.1. INTEGRAL DE UM CAMPO VETORIAL SOBRE 
UMA CURVA 


Suponhamos que F : Q C R? > R°? seja um campo de forças definido no 
aberto Q e que uma partícula descreva um movimento em Q com função de 
posição y : [a, b] > Q (y (t) é a posição da partícula no instante t). Se F for 
constante e a imagem de y um segmento, o trabalho t realizado por F de y (a) 
até y (b) é, por definição, o produto escalar de F pelo deslocamento y (b) — y (a): 

— 


T= F -[y(b) — y (a)l. 


É 
y (b) 


y (a) 


T=F - [y(b) — y(a)] =1 Flilly(b) — y(a)ll cos O 


Suponhamos, agora, que F e y sejam quaisquer, com F contínuo e y de 
classe C!. Queremos definir o trabalho realizado por F de y (a) até y (b). Seja P : 


a=t <t,<t<...<ti_¡<t,... <t, = buma partição de [a, b], com máx At, 
suficientemente pequeno. (Lembramos que máx At, é o maior dos números At, = 
ti = ti si i = 1, 2, E n.) 

F(y(t; 1) 


y (t,) = 1 (b) 


y Cta) = y (a) 


Tendo em vista as hipóteses anteriores, é razoável esperar que a soma 


n = 
F 


(1) OG 1) O — y(t; - 1)] 


seja uma boa aproximação para o trabalho t realizado por F de y (a) até y (b) e 
que esta aproximação seja tanto melhor quanto menor for máx At, Por outro 
lado, y(t) — y (E; — 1) = Y =p At; 


e daí 


n 
— 
a 2, F (Y(ti—1)) Y’ (ti—1) Ati. 


i=l 


Como a função F (y (©) - y (t) é integrável em [a, b], pois é contínua neste 
n RES * E E b—> 

intervalo, segue que lim E F (ya) -y (Ati = | F(y0) y dt. 

i=1 


máx At; => 0 a 


Nada mais natural, então, do que definir o trabalho 1 realizado por F de y 


i = b— ] 
(a) até y (b) por| 7= Í, F. dy= Í F (y (t)) - y’ (t) dt 
a 


= b—> 
onde Í F - d y é uma notação para indicar a integral Í F (y (©) - y’ (£) dt. (Pode 
Y a 


ser provado que ® tende a esta integral quando máx At; tende a zero.) 
Consideremos, agora, um campo vetorial contínuo qualquer F : Q CR > Rr, 
Q aberto, e uma curva y : [a, b] > Q, de classe C!. Definimos a integral de linha 


a 


> D=? 
de `F sobre y por |F -dy = | Fl(y(0)-y Mat. 
Y 


P => 
E usual a notação Í F.d es para a integral de linha de F sobre y, onde Es (t) 
Y 
=y (Ð. 


EXEMPLO 1. Calcule 


= UA Te > => 2 
|F -d r,sendo F (xy)=xi+yiey()b=(Lt),tel—l,1. 
Y 


Solução 
— > 
Í F -dy=| FOO) ya. 
Y = À 
Temos: 
Es EE ) i y? 
F(y (t) = F(t, 14) =ti +t“ j 
e 
yY'® = (1, 28. 
Assim, 


— o 
FU y A= (ti +t? 3 )-(120=1+28, 


Portanto, 


— 
Í F -dy = 
Y 


1 
Í « + 2t?)dt = 0. 


(Observe que t + 2t” é uma função ímpar.) 


Se F for imaginado como um campo de forças, o trabalho realizado por F de y 


(1) até y (1) é zero. 


— + 
EXEMPLO 2. Calcule Í F -d r, sendo 
Y 


y (t) = (cos t, sen t), 0 < t < 27, 


e 
— 
HEP- 
Solução 
Y 0 cos” t + sen“ t 


9 5 
cos” t+ sen? f 


cos fí =» 


2x 
J | - (—sen f, cos t)dt = | dt. 


Portanto, 


EXEMPLO 3. (Relação entre trabalho e energia cinética.) Suponha F :Q C 
R? > R°? um campo de forças contínuo. Sob a ação da força resultante F uma 
partícula de massa m desloca-se de A até B, sendo sua trajetória descrita pela 
curva y : [a, b] > Q, de classe C*, com y (a) = A e y (b) = B. (y (t) é a posição da 
partícula no instante t.) Sejam v, e Vg as velocidades escalares nos instantes a e 

. e a? 1 > 1 > 
b, respectivamente. Prove que Í F-dr = > mvg- MVA 

Y Z Z 

isto é: o trabalho realizado pela resultante F no deslocamento de A até B é igual 


à variação na energia cinética da partícula. 


Solução 


F(y0) 


A —> 
v 


A força que age sobre a partícula no instante t é p (y (©); pela lei de Newton 
— 


— tv 
F(y(D) = m a 
dt 
Temos, entáo: 
— — 
b dv dr 


— > b 5 qe 
Í F.dr= Fon) dt = | e dada 
y dt a dt dt 


ou seja, 


a dt 
De 
— — 
dd AT o * EV + uv 
— (Vev)="—.ytyvo— = Estes 
dt dt dt dt 
resulta 
— 
d l= v] > dv 
— — y . Yy — YV "————, 
dt 2 dt 
Segue que 
b > do 1 |> > b 1 |> > > > 1 
v ! 
f, v a -Po o], =3 | (b) - v(b)— v(a)- v (a)|=5 [3 — vi | 
; » — 2 s > » > > 
(Veja: vp = ||v (b)J] = v(b)- v(b)e vi = v(a)- v (a).) 
Portanto, 
Í F.dr= de mv — E mv, 
y 2 2 E 


Exercícios 6.1 


pi 
1. Calcule Í F- dr sendo dados: 
Y 


tn 


. Calcule Í E -dil onde E(x, y) = => 
Y Xx” 


— > > 


— 
a) Fix, y, 3) =xi+yj+2key()=( cost, sen t, i, 0 = t =£ 27 


> > 
b) F(x,y,z) =(x+y+Dkey(0)=(t,1,1-1?2),0=1=<1 


=% =p 
c) F(x,y) =x? j e y(t) =(,3)-1=t=1 
= ES E 
d) F(x,y)=x* i +(x-y]j e y(t) =(1,sent),0=<t<7x7 


— 
> Ja Si uT 
e) F(x, y,z) =x" i + y“ j +z° k ey(t)= (2 cos t,3 sen t, t), 0 = t £ 27 


. Seja F : R? > R* um campo vetorial contínuo tal que, para todo (x, y), 


=> 4 > Ea o: . 
F (x, y) é paralelo ao vetor x ï + y j. Calcule f, F.dr, onde y: la, b] 


> Rº é uma curva de classe C, cuja imagem está contida na 
circunferência de centro na origem e raio r > 0. Interprete 
geometricamente. 


. Uma partícula move-se no plano de modo que no instante t sua posição é 


dada por y (t) = (t, °). Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças 
F (x, y) = (A+ y) 7 +(x— y) j no deslocamento da partícula de y (0) até 


y (1). 


. Uma partícula desloca-se em um campo de forças dado por 


> 


AA TE E j+ - k. Calcule o trabalho realizado por F no 
deslocamento da partícula de y (a) até y (b), sendo dados y (t) = (cos t, 
sent,t)a=0eb= 21 


b) v0=Qt+1,t-1,t)a=1eb=2 
c) yt) = (cost, 0, sent) a=0eb= 21 


> > 

| ci +1) 
IL y(y=1,-I<1<1.(0 

+ ME H p + 2 

> => > 

l desempenha aqui o mesmo papel que o r: l(t) = y(t).) 


Rea <t<l. 


A 
Seja E o campo do exercício anterior e seja y a curva dada por x = te y = 1 — f 
— > 
a) Que valor é razoável esperar para Í E + d 1? Por quê? 
Y 
> —> 


b) Calcule Í E.dl 
Y 


— > — 
7. Calcule Í E .d | onde E éo campo dado no Exercício 5 e y a curva dada por x = 2 cos t, 
Y 


y = sen f, com 0 = f = 


Nja 


6.2. OUTRA NOTAÇÃO PARA A INTEGRAL DE LINHA 
DE UM CAMPO VETORIAL SOBRE UMA CURVA 


Seja F (x, y) = P(x, y) F + QK, y) j um campo vetorial contínuo no aberto 
Q de R° e seja y: [a, b] > Q uma curva de classe C* dada por x = x (t) e y = y (6). 
f o = qb a =» dx? dy”? 
F.dr Sl P(x(t) y (0) i + Q(x), y) j | ll i +— jldt 
Temos T a dt dt 


b p k 
= [ [Povo Es om Z] dt. 
a j dt i dt 


A última expressão acima nos sugere a notação Í P(x, y)dx + Q(x, y)dy 
Y 


para a integral de linha de È sobre y: 


b 
Í P(x, y)dx + Q(x, y)dy = Í 
Y c 


Pao, y(t)) 2 + O(x(1), y(t)) la 
dt dt 


1 


Da mesma forma 


| Pax + Qdy + R az 
y 


indicará a integral de linha de 
— > > — 
F(x, y,7)=P(x,y,7) i + Q(x,y,27)) + R(x, y, 7) k 
sobre a curva y dada por 


x=x(0, y =y(Qez=z(t), a<t<b. 


EXEMPLO 1. Calcule 
Í xdx + (x? + y + z)dy + xyzdz, onde y (t) = (t, 21, 1),0<1<1. 
Y 


Solução 


dx dy dz 
De x = f, y = 2t e z = 1, segue —=1,—=2e 
dt dt dt 


= 0. Temos: 


e 5 If dx ty Z 
| xdr +? + y+ zdy + xyzdz= | [ E Z+ E ja 
y : z > 0 dt dt 
l 
= | [1+ (2 + 21+ 12 + 0]ar= a 
0 


EXEMPLO 2. Calcule Í —ydx + xdy, onde y: [a, b] => R? é uma curva de 
Y 
? D 


1 7 Z A 
classe C , cuja imagem é a elipse T + a = |, e tal que, quando t varia de a até 
b, y (t) descreve a elipse no sentido anti-horário. 

Solugáo 


(Observacáo: Sempre que se especificar apenas a imagem de y, entender-se- 
á que y é a curva mais “natural” que tem tal imagem.) Uma parametrizacáo bem 
natural e que atende as condições dadas é 


Temos, então, 


2 f 
id dx dy ET 
Í — ydx + xdy= | — 3 sen t — + 2 cost — dt= | [6 sen? t + 6 cos? t]dr, 
y 0 dt 0 


ou seja, 


Í —ydx + xdy = 12r 
Y 


Exercícios 6.2 


to | 


1. Calcule | x dx + y dy, sendo y dada por x = É ey=sent,0<t< 
Y 


2. Calcule f x dx — ydy, onde y é o segmento de extremidades (1, 1) e (2, 
3), percorrido no sentido de (1, 1) para (2, 3). 


3. Calcule Í x dx + y dy + z dz, onde yé o segmento de extremidades (0, 0, 


f 


0) e (1, 2, 1), percorrido no sentido de (1, 2, 1) para (0, O, 0). 


4. Calcule Í x dx + dy + 2 dz onde yé a interseção do paraboloide z = x + 


f 


y” com o plano z = 2x + 2y — 1; o sentido de percurso deve ser escolhido 
de modo que a projeção de y (t), no plano xy, caminhe no sentido anti- 
horário. 


>. Calcule Í dx + xy dy + z dz, onde yé a interseção de x + y +7 = 2,x > 


0, y 2 0 ez 2 0, com o plano y = x; o sentido de percurso é do ponto (0, 0, 
v2) para (1, 1, 0). 


6. Calcule Í 2 dx — onde y tem por imagem x + y =4x>0ey>0;0 
Y 


sentido de percurso é de (2, 0) para (0, 2) 


e y X i 3 2 P] 
7. Calcule Í —— dx + — — dy, onde y tem por imagem a elipse 4x7 + y" = 9eo0 
, y 4xº ty AKTY 
sentido de percurso é o anti-horário. 


y 
8. Seja y (1) = (R cos t, R sen t), 0 = t = 27 (R > 0). Mostre que Í - dx + — 
A 
náo depende de R. 


9. Calcule | dx + ydy + dz onde y é a intersecáo do plano y = x com a 
Y 


superfície z = x° + y”, z < 2, sendo o sentido de percurso do ponto (-1, — 
1, 2) para o ponto (1, 1, 2). 


10. Calcule | dx + dy + dz onde y é a intersecáo entre as superfícies y = xe 


z=2-x -y x20, y2 0 ez <0, sendo o sentido de percurso do ponto 
(1, 1, 0) para o ponto (0, 0, 2). 


11. Calcule | 2y dx + z dy + x dz onde y é a interseção das superfícies x + 


dy=1ex"+z"=1,y>0ez>0, sendo o sentido de percurso do ponto 
(1, 0, 0) para o ponto (-1, 0, 0). 


6.3. MUDANÇA DE PARÂMETRO 


Sejam y, : la, b] > Rn e y, : [c, d] > Rn duas curvas de classe C'; 
suponhamos que exista uma função g : [c, d] > IR, de classe C*, com g' (u) > 0 
em lc, dl e Im g = [a, b], tal que, para todo u em [c, d], y, (u) = y, (g(u)) 


Dizemos, então, que y, é obtida de y, por uma mudança de parámetro que 
conserva a orientação. 


y, (1) =Y,(6), t =g (u). 


y(u) = y; (8 (1) * g'(u). 


u 
E eo j 
a ò pe di d 


= Cc 
tU) _— 


Observe que se y, é obtida de y, por uma mudanca de parámetro que 
conserva a orientação, então y, e y, têm a mesma imagem e, além disso, de y", (u) 
= y, (g(u)) g' (u) segue que y', (u) e y', (t) = g(u) são paralelos e terão, se não 
forem nulos, o mesmo sentido, pois, g' (u) > O em [c, dl. 

Se a condição “g' (u) > O em Jc, d[” for substituída por “g' (u) < O em Jc, d[”, 
entáo diremos que y, é obtida de y, por uma mudanca de parámetro que reverte 
a orientação. Observe que, neste caso, as velocidades y”, (u) e y^ (t), t = g (u) são 
paralelas e com sentido contrário. 


Teorema. Seja F um campo vetorial contínuo no aberto Q C Rn e sejam 


y:la,b] > Q e y, : [c,d] > Q duas curvas de classe Cc! 


a) Se y, for obtida de y, por uma mudanca de parámetro que conserva a 


> > 
orientacáo, entáo | F - dy = Í F - dy2. 
Yı Y 


~ 


b) Se y, for obtida de y, por uma mudança de parâmetro que reverte a orientação, 
> — 


então | F . dy =— | F- dy. 
Yı Y2 


Demonstração 


Exercícios 6.3 


a) y (u) = y, (g (wW) em [c, d], onde g é de classe C! em [c, d], a imagem de 
g é [a, b] e g' (u) > O em Jc, dl. Observe que g é estritamente crescente 
em [c, d] e, tendo em vista que Im g = la, b], resulta g (c) = a e g (d) =b. 


Então, fazendo a mudança de variável t = g (u) vem: 
—> b => d > 
F + dy; = F (yı (t))- yi (dt = | F (yı (e(u))) - yi (e(u)) - g (u) du 
Yı a E 
d -— —> 
= F (y, (u)) - ya (u)du = | F - dy). 
C Y 


b) Fica a cargo do leitor. m 


1. Seja F um campo vetorial contínuo em R”. Justifique as igualdades. 


Es E 2 u u? 
a) F . dy = Í F . dy, onde y4, (t) = (1,1),0=1=<=1,e y, (u) = [Eos u <2. 
Yı 72 2 4, 
> 


b) Í F - dy, = Í F - dy2, onde y; (f) = (cost, sen 1), 0 = t = 27, e 
Yi 72 


y, (u) = (cos 2u, sen 2u), 0 = u = 7. 


> = 
c) Í F . dy, = — Í F . dyz, onde y; (1)= (cos t, sen t), 0 = t = 27, e 
Yı Y2 


yz (u) = (cos (27 — u), sen (27 — u)), 0 = u < 27. 


ESA pra 3 3 
d) Í F - dy, = -Í F . dyz, onde yy (t) = (t, 17), —1 St = 1,e y(u) = (1 — u, (1 — uy), 
Y 72 
0 = 


S u=< 2. 


2. Seja F um campo vetorial contínuo em Q e sejam y,: [a, b] > Q e y,: [c, 
d] > Q duas curvas quaisquer de classe C*, tais que Im y, = Im y,. A 


— — 


afirmação | F - dy; = Í F . dy, ou Í F . dy, = — F - dy, 
Y] Y2 Y 72 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


6.4. INTEGRAL DE LINHA SOBRE UMA CURVA DE 


CLASSE C! POR PARTES 


Uma curva y: [a, b] > Rn se diz de classe C' por partes se for contínua e se 
existirem uma partição a =t,<t,<...<t,= b e curvas yi : [ti t] > Rr, ¡=1, 
2, ... n de classe C', tais que, para todo tem Jti _ ,, ti y (0 = y (0): 


y é de classe C* por partes 


Seja F um campo vetorial contínuo no aberto Q de [Ra e seja y: [a, b] > Q 
uma curva de classe E por partes; definimos 


> > > > 
| F-ay=f Favit] F dy ++ Í F - dyn. 
Y Yi Y2 Yn 


EXEMPLO 1. Calcule Í x dx + xy dy, onde y (t) = (t, |t), -1<t<1. 
Y 


Solução 


Í xdx + xydy = Í xdx + xydy + Í 
Y Yi Y 


xdx + xy dy 


onde 


y=-t y=t 
0 É 1 
Í xdx + xydy = | (t+ tó)dt = — — 
e 
| é 5 
Í xdx + xydy =Í t+dt=>. 
Y2 0 6 
Portanto, 


Í xdx + xydy = 
Y o m 


Y [to 


EXEMPLO 2. Calcule Í x dx + y dy, onde y é uma curva cuja imagem é a 
Y 
poligonal de vértices (0, 0), (2, 0) e (2, 1), orientada de (0, 0) para (2, 1). 


Solução 


Uma parametrização bem natural para y é: 


(1,0)se 0 =t 
ácida a — 2) ne 2 


ARA 
~ N 


Temos: 


Í xdx + ydy = Í xdx + ydy +Í xdx + ydy 
Y Yı Y2 


onde 


II 
N 


15t px 
d 0O<t<2 e á 
y 


II 
- 

| 

Y 


. 
Í xdx + ydy = Í t dt=2 
Yı 0 


3 
Í xdx + ydy = | ll Mis 
A v e 2 2 


Portanto, 


Í xdx + ydy = 
Y 


tn | tn 


Observação. Em vez de termos trabalhado com a curva 


~ =2 
Y2 => 2<t<3 
|y = 
poderíamos ter trabalhado com 
ia =2 
Y): O=t<=1 
ly=: 


pois y, pode ser obtida de y, por uma mudanca de parámetro que conserva a 
orientacáo. 


EXEMPLO 3. Calcule Í — y dx + x dy, onde y é uma curva cuja imagem é o 
Y 


triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1), orientada no sentido anti-horário. 


Solução 
Í — ydx + xdy = — ydx+ xdy + — ydx + xdy + Í — ydx + xdy 
Y Yı Y2 Y3 
onde 
pa. 
Yi: O=f=1 
ly=0 
jx=1 
y2: 0O<t<l 
by=: 
e 
pr=1=3 
Y3: O=f=<=1 
ly=1-4 
Temos: 


l 
Í — ydx + xdy = 0, -yd + xdy = | dt=1e Í — ydx + xdy = 0. 
Y Y 


| Y2 3 


Portanto, 


S ydx + xdy=1. 
Y 


Observação: Se tivéssemos tomado 


em lugar de 


teríamos 


Í — ydx + xdy = Í = yd tidy + | ydr tx dy | — ydx + xd. 
Y 


Yı Ya Y 


Observe que yz é obtida de y, por uma mudança de parámetro que reverte a 
orientacáo. 


Exercícios 6.4 


1 3/ dy ' 
* Calcule | Nx dx + —, onde y é a curva 
Y E 


2. Calcule Í F -d a onde F (x, y) = (x + y j e y é a curva do Exercício 


1. 


3. Calcule Í (x — y) dx + ex e dy, onde y é a fronteira do triângulo de 
Y 


vértices (0, 0), (0, 1) e (1, 2), orientada no sentido anti-horário. 


10. 


- Calcule ] dx + dy, onde y é a poligonal de vértices A, = (0, 0), A = (1, 


2), A, = 1, 3), A, = (-2, 1) e A, = El, -1), sendo y orientada de A, para 
Aj. 


. Calcule F y dx + x dy — dz, onde y é a poligonal de vértices A, = (0, 0, 


0), A, = (1, 1, 1) e A, = (1, 1, 0), orientada de A, para A.. 


- Calcule E x dx+ y dy + z dz onde y é a curva do Exercício 5. 


Verifique que 


| Pdx + Qdy = II, Es ca | 


onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1); y é a fronteira de B 
orientada no sentido anti-horário, P(x,y)=x-yeQ(xy)=X +y. 


. Seja B o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1); y a fronteira de B 


orientada no sentido anti-horário. Verifique que 
Í Pdx + Qdy = |), [2 z o] dxdy 


onde P e Q são supostas de classe C! num aberto Q contendo B. 


e dQ 
| Sugestão: Calcule fi ce 


g eia oP ~ 
dxdy fixando, inicialmente, y; calcule || — dxdy fixando, 
Box B dy 


inicialmente, x. Compare, em seguida, com as integrais Í Q dy el P ds. | 
y 


. Verifique a relacáo do exercício anterior supondo B o quadrado de 


vértices (-1, -1), (1, -1), (1, 1) e (-1, 1); y a fronteira de B orientada no 
sentido anti-horário. 


Sejam f, g: [a, b] > R duas funções de classe C! tais que, para todo x em 
la, b], f(x) < g (x). Seja Bo conjunto de todos (x, y) tais que f (x) <y <g 


(x), a < x < b. Seja y a fronteira de B orientada no sentido anti-horário. 
Prove que E Pdx =j], = A dxdy 
onde P é suposta de classe C! num aberto que contém B. 

11. Sejam B e y como no Exercício 10. Prove que área de B = -Í ydx. 


y 
H 


6.5. INTEGRAL DE LINHA RELATIVA AO 
COMPRIMENTO DE ARCO 


Seja y: [a, b] > Rn uma curva de classe C' e seja f uma função a valores 
reais, contínua, definida na imagem de y. Definimos a integral de linha de f 


sobre y, com relação ao comprimento de arco, por 
b 
Í f ds= | fA) ly (Hlldt 
Y é E 
ZA 


Observação: 
E 
... I ... 
HA 0 4 
lo a ti ti 4 ti b= tn 


O comprimento As, do arco de extremidades y(t _ ,) e y(t) é: 


ti S 
As; =Í Iy’ (AI dt = 1 y’ (E) MAL, 
t 


i-l 
n = n x g 
para algum f; em [ti ,t]. Temos: 3 F(y (ti)) As; = 3 f (y y Col Ar;. 
-1 i 1=1 i=l 
Pode ser provado que 


n E b 
lim Y fodas, =Í FAI y’ (£) I dt 
0.5 a 


máx Af; => 
ou seja, 


n Y 
Í fOds= lim Y fo®) As 
Y z 

i=l 


máx At; >30 


n = EE 
Observe que X f(y(t)) Ily“(t;)Il At; não é soma de Riemann da função f (y(t)) || 

i=1 
y' (©) ||, pois, 7; e t; podem não ser iguais. Observe, ainda, que ds = |ly' (t) || dt é a 


t 
diferencial da função comprimento de arco s = Í lly’ (u) 1 du. 
a 


EXEMPLO 1. Calcule ] (é + 2y) ds, onde y é dada por x = cos t, y = sen t, 
Y 


com 0 <t<2T. 


Solução 


k ds 

; á Rs A 
Í (x? + 2y?) ds = |, (cos? t + 2 sen? t) II (— sen t, cos t) Il dt 
Y 


em e2 


z g T E 
1 (cos* t + 2 sen” t) di = | (1 + sen? t) dt = 37 
0 0 


A integral de linha, relativa a comprimento de arco, pode ser aplicada no 
cálculo da massa de um fio delgado cuja densidade linear (massa por unidade de 
comprimento) seja conhecida. Um fio delgado no espaco pode ser olhado como 


a imagem de uma curva y : la, b] > R’; a massa M do fio é, então, 
M=| ô (x, y, z) ds 
ES = 
dm 


onde ó (x, y, z) é a densidade linear no ponto (x, y, Z). 
E 


EXEMPLO 2. Calcule a massa do fio y (t) = (t, t, t), 0 < t < 2, sendo ô (x, y, Z) = 
xyz a densidade linear. 


Solução 


D] 


M=| xyzds= | 14,1, DI dt = 43. 
Y 0 


Portanto, a massa do fio é 4,/3 unidades de massa. 

Considere um fio delgado y : [a, b] > IRº, com densidade linear ó (x, y, z). O 
momento de inércia do fio em relação a um eixo fixo dado é 
I =Í r? 8 (x, y, 2) ds 

E dm 
onde r =r (x, y, Z) é a distância do ponto (x, y, Z) ao eixo. 


EXEMPLO 3. Calcule o momento de inércia de um fio homogêneo com a 
forma de uma circunferência x + y” = R? (R > 0), em relação ao eixo Oz. 


Solução 


O o ey 
r=yx? + y? 


dm = kds 


(k = constante é a densidade do fio) 


Tomemos y (t) = (R cos t, R sen t, 0) O < t < 2m. Temos: 


27 
I =Í (x2 + y2) k ds =Í kR3 dt = 27kR3. 
Y 0 
Como 27kR é a massa M do fio, resulta que o momento de inércia é I = MRº. 
E 


EXEMPLO 4. Seja F : Q C R? > R° um campo vetorial contínuo e seja y : [a, 
b] > Q uma curva de classe C' tal que, para todo t em [a, b], || y'(0) || 4 0. 
Suponha, ainda, que y(t) * y(t,) sempre que t X% t,. Verifique que 
— 

Í F dy=| Fr (X) ds 

Y Y 

y (1) 
ly “(OI 
é a componente tangencial de F no ponto y (t). (Observe que F, é uma função 


— — — 
onde F (y (t)) = F (y(t))- T (t), sendo T (t) = o versor de y' (t); F (y(t)) 
T T 


definida na imagem de y e que, a cada X E Im y, associa o número 
— — 
F (y(t)) - T (t), onde X = y (1).) 


Solução 


> b > E b > > E 
Í F - dy =Í F (y(t) - y (tdt =Í F (y (©) - T ON yA) dt. 
y a a '—————— 


Assim, 
— b 
Í F - dy =Í Fr (y) lly’ (Dlldt =Í Fr (X) ds 
Y a —— Y 
ds 
ou seja, 


= 
Í F -dy = Í Fr (X) ds. . 
T Y 


Observação. Se olharmos F : Q C R? > R? como um campo de forças em Q e 
se supusermos que y descreve o movimento de uma partícula em Q, então 


Í Fr (X)ds 
Y 


é o trabalho realizado por F no deslocamento da partícula de y (a) até y (b). 


Fr 10) Ti) 


y(t + At) 


Ep (X ) As = trabalho realizado por F entre 
os instantes £ e f + Af, onde X = y (t). 


(As é o comprimento do arco de 
extremidades y (t) e y (t + At).) 


Exercícios 6.5 


1. Calcule 


a) Í Ca +y) ds, onde y (t) = (t, t) -1 <t<1 
F 

b) | (2 xy + y ) ds, ondey()=(t+1,t-1),0<t<1 
T 


c) J xyz ds, onde y (t) = (cos t, sen t, t), 0 <t <27 


. Calcule a massa do fio y(t) = (t, 2t, 3t), O < t < 1, cuja densidade linear é ó 
x, y, Z) =x+y+z. 


. Calcule a massa do fio y(t) = (cos t, sen t, t), O < t < rt, com densidade 
linear ó (x, y, Z) =x +y +z. 


. Calcule o momento de inércia de um fio homogêneo com a forma de uma 
circunferência de raio R, em torno de um diâmetro. 


. Calcule o momento de inércia do fio y (t) = (t, 2t, 3), O < t < 1, com 
densidade linear ó (x, y, Z) = x + y + z, em torno do eixo Oz. 


. Calcule o momento de inércia de um fio retilíneo, homogéneo, de 
comprimento L, em torno de um eixo perpendicular ao fio e passando por 
uma das extremidades do fio. 


. Calcule o momento de inércia do fio homogéneo y (t) = (cos t, sen t, t), O 
T E 
< t < 7, em tormo do eixo Ox. 


. O centro de massa de um fio y : [a, b] > R? é o ponto (x, y., Ze) dado 


Í xdm f ydm Í ydm 
Y y Y 


DOF: x =>— => ex = H—— 
Í dm | dm Í dm 
Y Y Y 


onde dm = ó (x, y, z) ds é o elemento de massa. Calcule o centro de massa 
do fio homogêneo dado. 


a) y (t) = (cos t, sen t, t), 0 < t < 
b) y(0=(1,4,0)-1<t<1 


N| 


9. 


10. 


Calcule o centro de massa do fio y (t) = (t, t, t), O < t < 1, com densidade 
linear ó (x, y, Z) = xyz. 


Seja y, : [a, b] > R? uma curva de classe C' e seja f (x, y) um campo 
escalar contínuo na imagem de y,. Seja y, : [a, b] > R° dada por 
(D y (À = y (a +b- ò). 


Prove que 


f(x, y)ds = Í f(x, y) ds. 
Yı Y2 


Interprete o resultado. Dê exemplos de curvas satisfazendo D. Compare 
com os resultados obtidos na Secáo 6.3. 


7 


CAMPOS CONSERVATIVOS 


7.1. CAMPO CONSERVATIVO: DEFINIÇÃO 


Um campo vetorial F : Q C Rna > R denomina-se conservativo se existe 
um campo escalar diferenciável q : Q > R tal que 


cy 
a Vo= F em/). 
Uma função y : Q > R que satisfaz O denomina-se função potencial de r2 
O próximo teorema fornece-nos uma condição necessária (mas não 
suficiente) para que um campo vetorial F : Q C Ra > Rh (n = 2, 3) seja 
conservativo. 


Teorema. Seja F : Q CR» > R(n = 2, 3) um campo vetorial de classe 


C! no aberto Q. Uma condição necessária para F ser conservativo é que rot 


Demonstração 


Suponhamos n=3e p =P7 +Q} +R E. Supondo F conservativo, 
existirá p : Q > R tal que Vọ = F em Q 


que é equivalente a 


Como% é de classe C', resulta que q é de classe C’. Temos: 
ð 9? ðP 
Popa TE 


ðX ðyðx dy 
dp Pe ðQ 
FP A, 
dy dxdy dx 


Pelo fato de q ser de classe C”, segue que 


de de 
dydx  dxdy 


(teorema de Schwarz) 


e, portanto, 


De modo análogo, conclui-se que 


ðP OR ðQ AR 
— = — e — —— 
dz ðX dz Oy 


Logo, rot F =, em O. 
E 


Mais adiante daremos exemplo de um campo vetorial F> náo conservativo, 
com rotacional T: que mostrará que a condição rot F = 0 é necessária, mas 


não suficiente, para F ser conservativo. 


— z — j — 
EXEMPLO 1.  F&y=— ~ i+; j.06y9%+0,0, é 


> 
x2 + y? x? + y 


. y 1 >) 2 
conservativo, pois, tomando-se œ (x, y) = > In(x +y), teremos 


- 


E g 
Vp= F emQ = R*— (0,0). En 
EXEMPLO 2. F y) == yp X j não é conservativo, pois rot F (x,y) = 2 
Es 8% 
k 0" 


Exercícios 7.1 


1. O campo vetorial dado é conservativo? Justifique. 


a) F (x, y, Z, w) = (x, y, Z, w) 
— — =- 
DFOy»)=yi+x/ 
— — > 
aFEro- QU PETOT STE E 
— É — = — é — 
dd FGUyD0= —_— 7 i* 571 57 
NE Fry EA DER A E 
— — — — 
EMO ZEFA > IL 


2. Seja f: R > R uma função contínua e seja F o campo vetorial central 


— 
a 


F 
F (x,y,z) = il 


> > > > > > E 
onde r =xi +yj +zk er=ll r ll. Proveque F é conservativo. 
— m 
(Sugestão: Verifique que V ¢ = F onde q (x, y, z) = 2(y1? + y? + 2? ), sendo g (u) uma 


primitiva de f(u).) 


7.2. FORMA DIFERENCIAL EXATA 


Seja F (x, y) = P (x, y) 7 + Q (x, y) j definido no aberto Q. Vimos que 
Í P(x, y) dx + Q(x, y) dy 
y 


é uma notacáo para indicar a integral de linha de F sobre y. Pois bem, no que 


a 


segue referir-nos-emos à expressão 
(1) P (x, y) dx + Q (x, y) dy 


como uma forma diferencial definida no aberto (2. 
Dizemos que ® é uma forma T. exata se existir uma função 


de 
diferenciável y : Q > R tal que = ás A = Q em 1). 
Uma tal y denomina-se primitiva de OD. 


Seja p : Q C R? > R uma função P Lembramos que a 
diferencial de q, no ponto (x, y), é dada por dẹ = — El x, y) dx + E (x, y) dy. 
O 
Deste modo, dizer que ® é uma forma diferencial exata é equivalente a dizer 
que existe um campo escalar diferenciável py : Q > R tal que, em todo (x, y) € 


Q, a diferencial de q é dada por dọ = P (x, y) dx + Q (x, y) dy. 


Observe que ® é uma forma diferencial exata se e somente se o campo 
vetorial È F œY) =P R, y) +Q(x, Wi j for conservativo. Segue, do que vimos 
na seção qu que se P e Q forem de classe C! no aberto Q, então uma 


aP 90. 


condição necessária para D ser exata é que e e Q. 
y dx 


Da mesma forma, se P, Q e R forem de classe C! no aberto Q C R°, então 
uma condição necessária para P (x, y, z) dx + Q (x, y, Z) dy + R (x, y, Z) dz 


ser exata é que 


dy ðX 
ðP ƏR 

{— =— em O. 
OZ OX 
ðQ _ ØR 
dZ dy 


EXEMPLO 1. A forma diferencial 2x dx + 2y dy é exata, pois admite q (x, y) = 
x + y” como primitiva: dọ = d (x + y”) = 2x dx + 2y dy. 


EXEMPLO 2. A forma diferencial y dx + 2x dy náo é exata, pois 
ð ð JP 00. 
L (+ (2) 2 
dy dx 


— + 
dy IX 


Exercícios 7.2 
1. Verifique se a forma diferencial dada é exata. Justifique. 


a) x dx + y dy + z dz 
b) 2xy dx + x? dy 
c) yz dx + xz dy + xy dz 
d) (x + y) dx + (x — y) dy 
e) (x+ y) dx + (y — x) dy 
f) ex “y (xdx + ydy 
g) xy dx + y dy + xyz dz 
h) A dx + US. E dy, y>0 
ds e : a ado: i 
i) 7 e dx + E] dy, (x, y) € Q, onde Q é o conjunto ((x, y) € 


R?]y> 0) U [(x, y) ER? |x<0) 


2. Mostre que existem naturais m e n para os quais a forma diferencial 3xm ` 


Lyn ** dx + 2xm “yn dy 
é exata. 


3. Considere a forma diferencial u (x, y) P (x, y) dx + u (x, y) Q (x, y) dy, 
onde P, Q e u são supostas de classe C! no aberto Q C R°. Prove que 
uma condição necessária para que a forma diferencial seja exata em (2 é 

du du ( Q _ aP 


2 pape 
que dy Ox Q “I dx 


em £. 
4. Determine u (x, y), que só dependa de x, tal que (x? + x + y) u (x, y) dx — 
xu (x, y) dy seja exata. 


5. Determine u (x, y), que só dependa de y, de modo que (y? + 1) u (x, y) dx 
+(x +y- 1) u (x, y) dy 


seja exata. 


7.3. INTEGRAL DE LINHA DE UM CAMPO 
CONSERVATIVO 


Vimos no Vol. 1 que se f : [a, b] > R for contínua e se y : [a, b] > R for 


eb eb 
uma primitiva de f (ọ' = f), então ] f(x) dx = ] p'(x) dx =9(b)— gía). 
a a 


Vamos, agora, generalizar este resultado: provaremos que se F QCR > 
Rn for um campo vetorial contínuo e conservativo, se p : Q > R for uma função 
potencial para È e se y: [ a, b ] > Q for de classe Ct, então 


Í F :dy= | Vo- dy = ¢(B) — (4) 
Y Y 


onde A = y (a) e B= y (b). 


De fato, sendo p uma função potencial para F e sendo F contínua, resulta 
que q é de classe Ct em Q. Pela regra da cadeia 


d r Fa » d 
u COVO: (= F (y (Ð): y (0. 
( 

Daí 


b=> 
| F dy=| F (y(0)-y 0 dt = [ey] =e(y(b) — olya). 
Y a 


Portanto, 


a —>$ p 
] F-dy= | Vo dy=p(B)—-q(A). 
Y Y 


Demonstramos, assim, o seguinte teorema. 


Teorema. Se F : Q C Rr > R for um campo vetorial contínuo e 


conservativo, se y : Q > R for uma função potencial para F (Vo = P) e se 


y:[a,b] > Q for uma curva de classe C*, com A = y (a) e B = (b), então 


. > A 
] aa] Vo dy=p(B)—-q(A). 
Y Y 


A diferença q (B) — q (A) será indicada por | p(X) E 

No teorema acima, a curva y foi suposta de classe C'; fica a seu cargo 
verificar que o teorema continua válido se y for suposta de classe C! por partes. 

Sejam P (x, y) e Q (x, y) contínuas no aberto Q e seja y : [a, b] > Q de classe 
C! por partes. Segue, do que vimos acima, que se P dx + Q dy for exata, com 


primitiva q, teremos JP dx + Q dy = J dọ = ọ (B) - q (A). 


ATENÇÃO. Sempre que for calcular uma integral de linha, verifique, primeiro, 
se o campo vetorial é conservativo (ou se a forma diferencial é exata). Em caso 
afirmativo, aplique os resultados obtidos nesta seção. 


EXEMPLO 1. Calcule Í x dx + y dy, onde y é dada por x = arctg t e y = sen É, 0 
Y 


<t<1. 


Solução 


É 9 
E o + yA : 
x dx + y dy é uma forma diferencial exata, com primitiva ETT" Assim, 
> 


pa 


x? + y? x2 + y2 y) =| Z, sent) 
| xar+yay=| d == - al À 
Y y | 


>) 
o E y(0) = (0,0) 
ou seja, 
E 2 
Í Xx dx + y dv = m +16 (sen 1) 
y ES 32 
[| 
= => 
EXEMPLO 2. Calcule Í F -d r, onde 
Y 
— — = — 
E (x, y) E > ” Er 2 > j 
x* +y? x? + y? 


ey: [a,b] > R°- {(0, 0)) é uma curva C! por partes e fechada (y (a) = y(b)). 
Solução 


p À X . 1 2 2 
F é um campo conservativo, com função potencial q (x, y) = E In (xº + y5. 


T zne. = RE V qe -v» y(b) 
em-se, entao: Í F -dr = f, p-ar = [Lo y) Dray 


Como y (a) = y(b), resulta 


> > 
Í Faron 
Y 


O próximo exemplo exibe-nos um campo vetorial não conservativo com 
rotacional 0 o que mostra que rot F = o é uma condicáo necessária mas náo 


suficiente para F ser conservativo. 


EXEMPLO 3. (Exemplo de campo náo conservativo com rotacional v) Seja 


—> y > x > 
x* + y” x? + y” 
Verifica-se facilmente que rot F = a em Q = R° — (£(0, 0)). Consideremos a 


curva fechada y (t) = (cos t, sen t), O < t < 2 m. Temos: 


mu 2m — sn 
Í F de], F (y(t) - y' (t) dt = 27. (Verifique.) 
Y Ú 


Se F fosse conservativo, existiria p : Q > R, com Vo = F em Q, e daí teríamos 


par == - A ye VM) — 
F -dy= | Ve: dy=[p(x, y) Yo =0 
Y Y 


que contradiz o resultado obtido acima. 


Seja F : Q CR > Ra (n = 2, 3) de classe C' no aberto Q. Veremos mais 
adiante que, impondo certas restrições ao aberto (2, a condição rot F = o em Q 
será necessária e suficiente para F ser conservativo. 

Seja F : Q C Rr > Ri um campo vetorial contínuo e sejam A e B dois 
pontos quaisquer de Q. Suponhamos F conservativo com função potencial q. 


Segue que, para toda curva y : [a,b] > 2, C! por partes, ligando A a B (isto é, 
> > 
com y (a) = A e y (b) = B), teremos Í F -dr = ọ(B)— q(A) 
Y 


isto é, o valor da integral de linha de F não depende da curva que liga A a B; 
tal valor depende apenas dos pontos A e B. 


Este fato nos permite, no caso de F ser conservativo, utilizar a notação 
o E e” . ! 1 
| F -d r para indicar a integral de linha de F sobre uma curva C por partes, 
A 


ligando A a B. Observe que tal notação não teria sentido se o valor da integral 


dependesse da curva ligando A a B. 


EXEMPLO 4. (Conservação da energia mecânica.) Suponhamos F :Q CR 
> R’ um campo de forças contínuo e conservativo; assim, existe um campo 
escalar E, : Q > R tal que F = -VE (Observe que —E, é uma função potencial 
para E) Diremos que E, é uma função energia potencial para F Suponhamos, 
agora, que uma partícula P de massa m desloque em Q e que F seja a única 
força agindo sobre P. Suponhamos, ainda, que y(t) seja a posição da partícula no 
instante t, onde y é uma curva de classe C* definida no intervalo I. Seja tọ um 


instante fixo em I. Para todo t em I, o trabalho realizado por F entre os instantes 
PDS > q) —> 

t eté: | F -dr = V(-Ep) dr =—Ep(y(1) + Ep (y(t0)). 

0 Y (tp) YUo) 

Por outro lado, tendo em vista o Exemplo 3 da Seção 6.1, o trabalho realizado 


por F entre os instantes t, e t é igual à variação na energia cinética, isto é: 
rylt) -7 3 

F -dr = E, (t)— E; (tp) 
YUo) 


1 ; PE E f 
onde E (t) = = my (t) é a energia cinética no instante t. Segue que, para todo t € 
I, =E, (y (0) + E, (y (to)) = E. (t) — Ec (to) ou seja, 


E, (VD) + E, ($) = E, (y (to)) + E, (to) o que mostra que a soma da energia 
potencial com a energia cinética permanece constante durante o movimento. 


Exercícios 7.3 


1. Calcule 


(1,1) 
b) Í y dx + x? dy onde y é uma curva cuja imagem é o segmento de extremidades (1, 1) e 


(2, 2), orientada de (1, 1) para (2, 2). 


—y 
c) ——— (k + = — dy onde y: [0,1] > R? é uma curva C! por partes, com 
Y NN E e 
imagem contida no semiplano y > 0, tal que y (0) = (1, 1) e y (1) = (-2, 3). 
(1, 0) E y 
) Í E E e ET EET 
CEO Fy x* + y” 


e) Í (sen xy + xy cos xy) dx + a cos xy dy onde y (1) = ?-124+1),-1<1<1 


= 
x? +y? i 


imagem contida no conjunto (2 = {(x, y) € R?1y > 0] U ((; y) € R?1x < 0), tal que y 
(0) = (1, De y (1) = +1, —1). 


-y $ 
Í -r a Ts Yom y: 0,1) R? é uma curva C! por partes, com 
Y y? 


2. Seja F : Q C Rr > Rha contínuo no aberto Q. Prove que uma condição 
> > 
necessária para que F seja conservativo é que |F -dr =0 para toda 
Y 


curva y fechada, C! por partes, com imagem contida em Q. 


3. Seja Q = {(x, y) € R? | (x, y) É A}, onde A é a semirreta f(x, y)E R? | y 
0 ex > 0). Calcule tt» > onde y : [0, 1] > Rº é 
uma curva C* por partes, com imagem contida em Q, tal que y (0) = (1, 1) 


ey (4) = (1, -1). 


4. Seja Q o interior do conjunto hachurado. 


Seja y : [0,1] > R° uma curva de classe C* por partes com imagem 
contida em Q e tal que y (0) = (1, 1) e y (1) = (2, 2). Calcule 
y =y X 

] ——— dx + dy. 


” 


” ” 
e TE E TI 


7.4. INDEPENDÊNCIA DO CAMINHO DE 
INTEGRAÇÃO. EXISTÊNCIA DE FUNÇÃO 
POTENCIAL 


Seja F : Q CR» > Rna um campo vetorial contínuo no aberto Q, com Q 
conexo por caminhos. (Q conexo por caminhos significa que, quaisquer que 
sejam os pontos A e B de Q, existe uma poligonal contida em Q e com 


> > 
extremidades A e B.) Dizemos que a integral de linha Í F - dr é independente 


do caminho de integração em Q se, quaisquer que forem os pontos A e B de Q, o 


> > 
valor da integral | F- dr permanecer o mesmo para toda curva E por partes y 
> > 
: [a, b] > Q, com y (a) = A e y (b) = B. Se | F- dr for independente do 
B> > 
caminho de integração em (2, a notação ] F -dr 
A 


poderá ser utilizada para indicar a integral de linha de F sobre uma curva 
qualquer C' por partes y: [a,b] > Q, com y (a) = A e y (b) = B. 
Do que vimos na seção anterior, resulta que se F for conservativo e contínuo 


> > 
em Q, então a integral de linha Í F-dr será independente do caminho de 
Y 


> > 
integração em Q. Provaremos a seguir que se Í F-dr for independente do 
Y 


caminho de integracáo em (2, entáo F será conservativo em Q. 


Teorema. (Existência de função potencial.) Seja F : Q CR, > Rum 
campo vetorial contínuo no aberto conexo por caminhos Q. Suponhamos 


> > 
que Í F -dr seja independente do caminho de integração em Q. Seja A € 
Y 


X > 
Q. Então a função q : Q > R dada por q (X) = | F + dy 
A 


é tal que V q = F em O. 


Demonstração 


Faremos a demonstração para o caso n = 3. Seja, então, F =P Fi +Q j +R 
dp dp d 
E. Vamos provar que — = P, — = e bd = R. 
dX dy OZ 
Seja X = (x, y, z) € (2; como Q é aberto, existe uma bola de centro X contida em 
Q. Tomemos h > 0 tal que o segmento de extremidades Xe X + h 7 = (x + h, y, 


z) esteja contido nesta bola. Temos: 
X+hi > EX — eX+hi > 
— 
p(X+hi)-p(X) _ k EE ), dl E. E id 


h h h 
Seja y (0 =X+t7,t € [0, h ]; y é uma curva ligando X a X + h 7. Então 


-X+hi> h— 
E F-dy= | F (y(t) - y (dt. 
E Q 


Como y' (0 = 7 e F Y ©) =P WO) F +l VO) F +R (YO) p, resulta F O) 


h 
— 
Y (© =P GO). Assim, earn deco À PODA 
h h i 


Aplicando L' Hospital, obtemos 


h , 
E: Í Proar) 
tim PALIO) iim Eis À | 
h = 0 h h> 0º (hy 


Observe que as derivadas que ocorrem no limite acima são em relação a h: 


hp d j > hp Jd hy E + 1 
f (y0) | == p (1) je y = 00 > |) 


Pelo teorema fundamental do cálculo, 


k , 
| f Poa | = P(y(h)). 


Portanto, 


Es 
lim p(X+h i)-p(X) _ 


lim P(y(h) = P(y(0)) 
h=>0* h h> 0" 


ou seja, 


— 
(X +h i)—-ọ(X) 


lim = P(X) 
h= 0º h 
pois, y (0) = X. De modo análogo, prova-se que 
E; 
lim pX+hi)=p(X)_ P(X). 


h50 h 


— 
p(X+hi)-p(X) _ (x+h, y, 2) p(x, y, 2) 
h h 


O 
Portanto Be = P emQ. Observe que ` onde 
ðX 


— 
e | )— o( a e 
X = (x, y, Z); assim a (X) = lim eo da. Com raciocínio idêntico, con- 
dx h>0 h 
. ð J Es 
clui-se que “e = Q e T? — Rem. Portanto, Vo = F emQ. = 
dy ðZ 


Exercício 7.4 


Reenuncie o teorema desta seção em termos de formas diferenciais. 
(Suponha n = 3.) 


7.5. CONDIÇÕES NECESSÁRIAS E SUFICIENTES 
PARA UM CAMPO VETORIAL SER 
CONSERVATIVO 


Teorema. Seja F : Q C Rr > Rr um campo vetorial contínuo no aberto 
Dconexo por caminhos Q. São equivalentes as afirmações: F é conservativo. 


> 1 
m $ F + dy = 0 para toda curva y, fechada, C por partes, com imagem de 
Y 
y contida em Q. 
=> 


— 
MD ] F -d r é independente do caminho de integração em Q. 
A 


a => 
Observação: Quando y é uma curva fechada, é usual a notação y F «dy 
Y 


para indicar a integral de linha de F sobre y. 


Demonstração 


® > AD 


Como F é conservativo, existe y : Q > R tal que Vọ = F em Q; daí, se y : [ 
a b ] > OQ for fechada (y (a) = y (b) resulta 


ET é . 

| F -dy= $ Veo: dy=el(y(b) — (ya) =0. 
Y Y 

(UD = (1) 

É o teorema da seção anterior. 

(ID = (HT) 

Fica a seu cargo. 


7.6. DERIVAÇÃO SOB O SINAL DE INTEGRAL. UMA 
CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA UM CAMPO 
IRROTACIONAL SER CONSERVATIVO 


Seja f (x, y) uma função a valores reais definida e contínua no aberto Q C 
R°. Seja I um intervalo aberto e a < b dois reais dados. Suponhamos que o 
retângulo R = {(x, y) E R? |a <x <b, y € I} 


esteja contido em Q. 


b 
Segue que para cada y € I, a integral | f(x, y) dx existe, pois a função x + f 


a 
(x, y) é contínua em [ a, b ]. Podemos, então, considerar a função q (y) definida 


b 
em I e dada por g(y) = Í f(x, y)dx. 
a 


Estamos interessados em obter uma fórmula para o cálculo de q'(y). Temos 


- b 
+ k)dx — od 
a k 


a ¡SEA de 


1 k 
of Gen 
Suponhamos que Ea] (x, y) exista em todo ponto (x, y) de Q. Pelo TVM, existe y 
ER 
n F 
entre y e y + k tal que f(x, y + k) — f(x, y) = = (x, y)Kk 
dy 
Temos, então, 
(y + k) — p(y) "s IN öf 


— (x, y) dx. 
k 1 dy 


da df ; a 
Pode ser provado (veja Exercício 4) que se De for contínua em , entao, 
oy 


bg bg 
lim | f (x, y)dx =Í IS (x, y) dx. 
k>0 Ja ) a dy 


dy 


Vamos destacar a seguir o que dissemos anteriormente. 


of , . 
Suponhamos f (x, y) e Fa contínuas em Q. Suponhamos, ainda, que o 
G 


retângulo R = {(x, y) € R° | a<x< b, y € I} esteja contido em Q, onde I é 
um intervalo aberto. 


Nestas condições, a função 
b 
p(y) = f f(x, ydx, y E l, 
a 
é derivável e tem-se, para todo y € I, 


bg 
p'(y) = Í à (x, y) dx. 
a dy 


l s 
EXEMPLO 1. Considere a função h (t) dada por h (t) = | e Y” dx. Calcule 
0 
h'(t). 


Solução 


of 


ft, x) = eme (t x)= -xL et? 
ð 


são contínuas em R?, logo o resultado anterior se aplica. Temos 


d pl 2 1 g 2 
h() = — e” dx= | — (e dx 
0 0 dt 


ou seja, 


E SÊ dd 
h'(t) = | —x2e ™ dx. 
0 


xX 9 
EXEMPLO 2. Considere a função q (x, y) dada por q (x, y) = f eS” dt. 


O 
Calcule E e E. 
dx Oy 


Solução 
Pelo teorema fundamental do cálculo (veja Vol. 2) 


g Be. 
YY, (x,y) =e. 
dx 


Por outro lado, 


J J x 2 xX ð » Xx > 
O (xy = + | ex dt =Í Le) di =Í -te dt 
dy dy 20 0 dy 0 
EXEMPLO 3. Considere a funcáo h (t) dada por 
t? z 
h= | e? du 
0 
Calcule h' (t). 


Solução 


x s 
Consideremos a função gp (x, y) = | e Y du. Temos 
i 0 


A 12 0 j u? 
E (x, y=-e” e 2e (x, y) = | —u? e du. 
9x dy 0 


dp dE a ; Pn pa 
Como E e y SãO contínuas, resulta que é diferenciável. 
X oy 


Observação. Pode ser provado que se f (u, y), (u, y) E Q for contínua no aberto 
a 


Q, então o mesmo acontecerá com a função g (x, y) = f f (u, y) du com a fixo. 
a 


Observe que o domínio de g é o conjunto de todos (x, y) E Q, tais que o 
segmento de extremidades (a, y) e (x, y) esteja contido em Q. 


Temos 
h (t) =ọ (x,y), onde x=ťey=t. 


Pela regra da cadeia, 


ou seja, 


a 
£ had (Ê, À). 


d > 
h'(t) = 2 — (t,t) + — 
ðX dy 


Portanto, 


” 


' 94 0 —É i 2 ¿tu? 
h'(t) = 2te * + À —u* e du. 


O próximo teorema fornece-nos uma condição suficiente para que rot F = 
implique F conservativo. 


Teorema. Seja Q um aberto do R° satisfazendo a propriedade: existe (xo, 
Yo) E€ Q tal que, para todo (x, y) € Q, a poligonal de vértices (xo, Yo), (Xo Y) € 
(x, y) está contida em Q. Seja F (x, y) =P (x, y) F + Q &, y) j, & y) E Q, 


de classe C!. Nestas condições, se rot È = em Q, então È será 
F 0 F 


conservativo. 


A Eh 


Demonstracdo 


Seja 
y x 
g (x,y) = f O(xo. t)dt + | P(t, y)dt, (x, y) E Q. 
Yo Xo 
Observe que se supusermos F como um campo de forças, então q (x, y) será 


o trabalho realizado por F sobre uma partícula que se desloca de (X,, Yo) a (x, y) 
sobre a poligonal de vértices (Xo, Yo), (Xo, y) € (x, y). 


Vamos mostrar que 


dp dp 
= = 
g dy 
Temos 
dp ð y ð x 
— (x, y) = <f Q(xo, t)dt +— | P(t, y)dt = 0 + P(x, y) 
dx PX yo OX “Xp 


ou seja, 


d 
Tig y) = P(x, y). 
ðX 


> > 
Por outro lado | lembre-se de que rot F = 0 


e : ðP ¿0 
é equivalente a — = — 
dy ðX 


o I (y 3 px x GP 
sE (x, y) = 2, Q(xo, t)dt + Fa P(t, y)dt = O(xp, y) + Í p= (t, y)dt. 
xp OY 


dy dy “Yo Py tXo 
Como 


x 9P x 00 : 
L a, ya = | La, par = $. 
f Jy (6, y) dt y) [ot Do 


Xo O) Xo 
resulta 


d 
p (x, y) = 0 (Xp, Y) + 2 y) — O (Xp. Y) = O (x, y). 
Y 


Portanto, V q = F em O. 
E 


Observação. Toda bola aberta do R? e o próprio R° satisfazem a propriedade 
descrita no teorema anterior. Assim, o teorema anterior continua válido se Q for 
uma bola aberta ou todo o R°. 

Sugerimos ao leitor estender o teorema anterior para o R°. (Veja Exercício 
3.) EXEMPLO 4. Seja A = {(x, y) E R? |x > 0 e y = 0} e seja Q = [(x, y) € R° | 
(x, y) É A}, isto é Déo R’ menos o semieixo positivo dos x. Considere a 
função q (x, y) = f O(—1, t)dt + fra y)dt 


E x 
onde P (x, y) = ———> e€ Q (x, y) = —— r. 
i : se a i a ad: 2a 


a) Seja (-1, 0) € Q. Verifique que, para todo (x, y) € Q, a poligonal de vértices 


(1, 0), (-1,y) e (x, y) está contida em Q. 
b) Utilizando o teorema anterior, conclua que 


Vox) cg xr > a 
e x, y) = ——— i+5—s jem/) 

A Ea HR? 

c) Determine q. 

Solução 

a) Imediato. 

b) Seja 
— y > x > > > > 

F (x, y) = ——— i +53 j-Jávimosquerot F = 0 emQ.Como F é 


XT sty 
de classe C! em Q e tendo em vista o item a, segue do teorema anterior que Vọ = 


Fem o. 
c) Temos: 
O (- 1,1) = E. eP(t ) = 2% 
aiii 1H TO try 
Assim, 
a. dt + e. d 
x, y) = t -5——s dt. 
Py) Luz Laa 
Como 


= y 
| dt = | -arctg | = —arctg y 
0 


se y=0ex<0 


resulta 


0 se y=0 e x<0 


p(x, y) = 
1 i 

—arctg y — arctg — — arctg a se y*0 
y y 


Observamos que, para todo y > 0, 
arctg y + arctg 


© 
y 


De fato, para todo y > 0, 


1|' E 
art y + arctg 1] = () (verifique); 
y 
+ 
logo, arctg y + arctg — é constante em JO, +=[. Como, para y = 1, 
y 


l q 
+ sds 
arctg 1 + arctg E 


conclui-se que, para todo y > 0, ® se verifica. Mostra-se do mesmo modo que, 
T 


para todo y < 0, arctg y + arctg E = 


Assim, 


T x 
257 —artg— para y > 0 
/ y 


- 


p(x, y)=30 para y=0 e x<0 


T x 
A -F para y <0. 
2 y 


Observamos que 0 (x, y) = q (x, y) + n é, também, uma função potencial para 


F emg. 
Temos 
T X 
— — arctg — se y> 0 
2 y i 
0(x, y) = 4T se y=0 e x<0 
37 x 
MO > E y<0. 


ds 


Vamos mostrar que 0 (x, y) é exatamente o ângulo que a semirreta ((tx, ty) | t > 


0} forma com o semieixo positivo dos x. 


Suponhamos, inicialmente, x > 0 e y > 0. Temos 


TT x 
0 (x,y) = — — arctg — 
7 9 y 


— 


ou 


+ — (x,y) | = cotg 0(x, y) 


- 


e, portanto, 


x 
2 = tg 0 (x, y). 
x 


Analise você os outros casos. A função 0 (x, y) acima denomina-se função 


ângulo. Como é o gráfico da função 0 = 0 (x, y)? 


Exercícios 7.6 


1. Calcule a derivada da função dada. 


el 


Í, | + xut 


Lx 2 


a)h (x) = ] sen t? dt + du 
l 


l > > 
b) h (x) = Í sen (x^ t^) dt 
0 


xX 
c) h (x) = | sen (x? t?) dt 
0 
psen x 1 


d) h (x) = 6 FERE dt 


. Sejam q (x) e P (x) funções a valores reais diferenciáveis no intervalo 


aberto I e f (x, y) de classe C! no aberto Q C IR”. Suponha que, para todo 
x € I, o segmento de extremidades (x, a (x)) e (x, P (x)) esteja contido em 
Q. Estabeleça uma fórmula para a derivada da função 
h (x) = Es f(x, y) dy, EL 


(x) 


. Suponha que o aberto Q C R° tenha a seguinte propriedade: existe (xp, 


Yo Zo) em Q tal que, para todo (x, y, z) € Q, a poligonal de vértices (xo, Yo, 


Zo), (X, Yo Zo), (X, Y, Zo) € (x, y, Z) esteja contida em Q. 


o> — — — > > 
Seja F =P i +0 j +R k declasseC no aberto (2 e suponha que rot F = 0 em. Seja 
x y z 
o (x, y, z) = Í P(t, yO» Zo) dt — Í Q(x, f, Zo) dt - Í R(x, y, t) dt. 
Xo Yo Zo 
Prove que Vo = F. 
. Admita a seguinte propriedade: se f (x, y) for contínua no retângulo a < x 
< b, c < y < d, então, para todo € > 0, existe ó > O, tal que, quaisquer que 
sejam (x, y) e (s, t) no retângulo, || (4 y) — (4,9 I< 8 = |f & y) - f(s, d | 
<E. 


a) Utilizando a propriedade acima, prove que 


b 
p (y) = Í f(x, y) dx, y E Lc, d]. 
a 


é contínua em [ c, d ], onde f é suposta contínua no retángulo acima. 


(Sugestão: 


b b 
leOU+D-eON!|= f [f(x, y +) f(x, y)] dr] = Í f(x,y + k)— f(x, y)l dx.) 
a a 


b) of E E 2 
Suponha f e Em contínuas no retângulo (f(x, y) ER |Ja<x<b, y € 


b 
I}, onde I é um intervalo aberto. Seja y (y) = Í f(x, y) dx, yEl. 
a 


Prove que 
bd 
p (y) = f (x, y) dx. 
a ðy 
Sugestão: 
(y + k) — e(y) bøf b PETE O fik o 
i dE | LE is y) dx = f feria fd E y) | dx 
k a dy a k dy i 

b| ð J 
a| dy dy 


para algum y, entre y e y + k. Utilize, então, a propriedade acima | 


. Seja È =P; +Q j de classe C' no aberto Q C R°. Suponha que (0, 0) 

€ Q e que, para todo (x, y) € Q, o segmento de extremidades (0, 0) e (x, 
ðP ð 

y) está contido em Q. Suponha, ainda, a x em Q. Seja 
oy OX 


— 
ọ (u, v) = Í F -dy 
y 
onde y (t) = (ut, vt), t € [0, 1]. Prove que V q = F- 


r> l 
| Sugestão: p (u, v) = | F(y(t) y (dt = f [uP (ut, vt) + vQ (ut, vt)] dt. Observe que 
i 0 0 


J IP IP 
E [tP (ut, voy] = P (ut, vt) + t | u E (ut, vt) + v ES (ut, vt) | 
dt dx dy 


. Seja Q um aberto em R° e suponha que Q seja estrelado. (Dizemos que 
Q é estrelado se existir (Xə Yo) € Q tal que, para todo (x, y) € Q, O 


segmento de extremidades (x, Yo) € (x, y) esteja contido em Q.) Seja F = 
— -7 1 d ðQ ~ r 
PRrOS de classe C em Q. Prove que se pe Q, então F será 
oy ox 
conservativo. 


(Sugestão: Proceda como no Exercício 5.) 


7.7. CONJUNTO SIMPLESMENTE CONEXO 


Sejam Q um aberto em Rr e [ a, b ] um intervalo em R. Para cada s € [0, 1], 
seja ys uma curva fechada definida em [a, b], com imagem contida em Q e tal 
que a imagem de y, seja um ponto P de Q. Podemos, então, olhar para a família 
ys como uma “deformação” de y, a P. 


EXEMPLO 1. Para cada s € [0, 1], seja ys definida em [0, 27] e dada por ys (t) = 
((1 — s) cost, (1 — s) sen t). Temos y, (t) = (cos t, sen t) e y, (t) = (0, 0), com tem 
[0, 211]. Quando s varia em [ 0, 1 ], a família ys representa uma “deformação” de 
y, à origem. Sugerimos ao leitor desenhar as curvas ys. 


EXEMPLO 2. Para cada s € [0, 1], seja ys definida em [0, 27] e dada por ys (t) = 
(1 =s) (cos t, sen t, 3). Quando s varia em [0, 1], a família ys representa uma 
“deformação” de y, à origem. 


EXEMPLO 3. Para cada s € [ 0, 1 ], seja ys definida em [ 0, 211] e dada por ys = 
()s(2,2)+ (1 — s) (cos t, sen t). Quando s varia em [0, 1], a família ys 
representa uma deformação de y, (t) = (cos t, sen t) ao ponto (2, 2). Sugerimos ao 
leitor desenhar as curvas ys. 


Damos, a seguir, a definição de conjunto simplesmente conexo. 


Definição. Seja Q um aberto de Rn, conexo por caminhos. Dizemos que é Q 
simplesmente conexo se, para toda curva fechada contínua y : [a,b] > Q, 
existir uma família ys, s € [ 0, 1], de curvas fechadas com ys: [a,b] > Q, 
tais que (1)y, = y 

(IDH (s, t) = ys (t) é contínua em [0, 1] X Ta, b] 


(iii) a imagem de y, é um ponto de (2. 


Intuitivamente, dizer que o aberto Q de Rn é simplesmente conexo significa 
dizer que Q é conexo por caminhos e que toda curva fechada contínua em Q 
pode ser “deformada com continuidade” a um ponto de Q, sem sair de Q. 


EXEMPLO 4. O Rs é simplesmente conexo. De fato, Rn é conexo por caminhos 
esey:[a,b] -> Rn é uma curva contínua fechada, tomando-se ys (t) = (1 — s) y 


(t) coms €[0,1]et€ [a,b], tem-se: (i) yo =y 


GD H (s, ) = (1 -s) yt), 0<s<1ea < t< b, é contínua (ii) y, = (t) v para 
todo tem [a,b]. (o = (0, 0, ..., 0) é o vetor nulo do Rn.) m 


EXEMPLO 5. Todo aberto Q C Rn, com Q estrelado, é simplesmente conexo. 
(Dizemos que Q é estrelado se existir X, € Q tal que, para todo X € Q, o 
segmento X,X esteja contido em Q.) De fato, Q é conexo por caminhos (por 
qué?) e se y : [a, b ] > Ra for uma curva contínua fechada contida em Q, 
tomando-se ys (t) = (1 — s) y (t) + sX, 


tem-se: 


(1) Yo =Y 
(ii) H (s, t) = (1 - s) y (t) +sX, 0<s<1ea <t < b, é contínua (ii) y,(t) = Xo 
para todo t E [a,b ]. 


Assim, toda curva contínua fechada contida em Q pode ser deformada com 
continuidade ao ponto X,; logo, Q é simplesmente conexo. 


Vamos, agora, enunciar, sem demonstração (para demonstração veja Elon 
Lages Lima — Curso de Análise — Vol. 2), o seguinte importante teorema. 


Teorema. Seja F : Q CR» > R(n = 2, 3) um campo vetorial de classe 


C! no aberto Q. Nestas condições, se Q for simplesmente conexo e rot F = 
sa 


0 , 


então F será conservativo. 


Com auxílio do teorema acima, vamos mostrar que Q= R° — ((0, 0)} não é 
A Y > x -7 = 
simplesmente conexo. Seja F (x, y) = ——— i +——— j. &y En. 
x? + y? E ld 


Temos: 


rot =0 em Q 


— 
Í F -dy=2m 
Y 


onde y(t) = (cos t, sen t), t € [0, 27]. (Verifique.) Assim, rot F = o em Q e F 
não é conservativo; logo Q = R*— ((0, 0)) não pode ser simplesmente conexo. 

Pode ser provado que Q = R° — {(0, 0, 0)) é simplesmente conexo. (É 
razoável tal afirmação? Por quê?) 


Exercícios 7.7 
1. Prove que o conjunto dado é simplesmente conexo. 
a Q= R°- {(x, 0) E€ R? |x > 0} 
b) Q=Rº-((0,0,7) E R*|z>0) 
(Sugestão: Verifique que o conjunto dado é estrelado.) 


2. Utilizando o teorema da seção e o campo vetorial 


> —y -=> x — 
F (x, y, 2) = ——— i +— — j 
ha E g xº + y 


prove que Q = Rº— ((0, 0, z) E€? | z € R} não é simplesmente conexo. 


8 


TEOREMA DE GREEN 


8.1. TEOREMA DE GREEN PARA RETÁNGULOS 


Teorema de Green (para retângulos). Seja K o retângulo ((x, y) € R” | 
a <x < b,c <y < d} eseja y a fronteira de B orientada no sentido anti- 
horário. Suponhamos que P (x, y) e Q (x, y) sejam de classe C! num aberto 


Q contendo K. Então Í P dx + Q dy = ff EE. 2| dx dy. 
y 


K dx dy 


Demonstração 


TE»: 
NS 


Vamos provar que 


i P(x, y) dx = 1 £ (x, y) dx dy 


e 

Jo (x, y) dy = fÍ + (x, y) dx dy. 
Temos: 
O) 14 P(x, y) dx = f P(t, c) dt — fra d) dt. 


Por outro lado, 


IR = é dia dE E p = (x, y) J dx = fi P(x, y) É dx 


ou seja, 


A b 
O ff oP (x, y) dx dy = f | P(x, D- P(x, c) ] dx. 
K dy a 


De D e 2 resulta 


Í P(x, y) dx = -ff qe (x, y) dx dy. 
Y K dy 


De forma análoga verifica-se que 


Í Q(x, y) dy = ff a (x, y) dx dy. 
Y K dx 


Somando-se membro a membro as duas últimas igualdades resulta o teorema. 
E 


A notação $ P dx + Q dy é frequentemente usada para indicar a integral de 


linha sobre uma curva fechada, orientada no sentido anti-horário. Com esta 
notacáo, a igualdade a que se refere o teorema de Green se escreve 


dx dy. 


fratog- [[ | 2 A 
y k| ox dy 


EXEMPLO. Suponha F = p; + Oj de classe C! no aberto Q C R°. Seja y a 


fronteira de B orientada no sentido anti-horário, onde B é o conjunto a seguir 


Prove que 
P, P dx + Q dy = ff, [2-2 ar dy. 


Solução 


Inicialmente, vamos dividir B em dois retângulos: B; de vértices R, S, T, U; B, de 
vértices U, V, X, Z. 


Pelo teorema de Green, 


f Pdx+Qdy+[_ Par+Qdy= || a dy 
ZRSTU UZ B, dy 
e 
“ap 
Lc Pax+Qdy+ | P dx + Q dy = IA Es ara 
UVXZ dy 


Somando-se membro a membro as duas últimas igualdades e observando que 


P dx + dy + | P dx + dy=0 (por quê?) 
L- 0dy+ | Qd por q 


resulta 


oQ or 
ðX dy 


dx dy. m 


$. P dx + Q dy = |), 


Exercícios 8.1 


1. Sejam P (x, y) e Q (x, y) de classe C! num aberto Q de R°. Seja B C Q 
um retângulo de lados paralelos aos eixos e de comprimentos Ax e Ay. 


Prove que existe (s, t) € B tal que 
) La 
Praroa= | EOS 
x dy 


onde y é a fronteira de B orientada no sentido anti-horário. 


2. Sejam y, a poligonal de vértices A, B, C, D orientada no sentido anti- 
horário e y, a poligonal de vértices H, G, F, E orientada no sentido 


horário. 


Suponha P e Q de classe C! num aberto contendo K, onde K é a região 
compreendida entre as poligonais. Prove que 


H ðQ ðP 
-+0 dy c+ 0 dy= = lx dy. 
bp dx + Q dy + P,P dx + Q dy SÍ, | E Y E dy 


3. Seja Bo conjunto 


e seja y a fronteira de B orientada no sentido anti-horário. Suponha P (x, 
y) e Q (x, y) de classe C! num aberto Q contendo B. Prove que 


$ paros [j (2-2 
Y BL dx dy 


4. Seja K o triángulo a seguir e y a fronteira de K orientada no sentido anti- 
horário. Sejam P (x, y) e Q (x, y) de classe C! num aberto contendo K. 


dx dy. 


; = mx + 
y y=mx+n 


Prove que 


P Patoa | (LPs 
Y Ki dx dy, 


9P 90 
Sugestão: Prov $ pdv=—|[ A $ dy= |] 
ugestão: Prove que P,P dx K Oy i di y 2 i K dx 


dx dy.) 


5. Seja K a região abaixo e y a fronteira de K orientada no sentido anti- 
horário. Sejam P e Q de classe C! num aberto contendo K. 


Prove que 


patroa ffi] | 90 -Z jar 


E É o 


(Sugestão. Decomponha K em retângulos e triângulos. Utilize, então, o 
6. teorema da seção e o Exercício 4.) Seja K a região hachurada; y a 
poligonal ABCD orientada no sentido anti-horário; y, a poligonal EHGF 
orientada no sentido horário; y, a poligonal XWZY orientada no sentido 
horário. Prove que 


$ P dr +Q dy $, Pdx+0dy+ P,P dx + Q dy = 18 | e E E | dx dy. 


10. 


11. 


8.2. 


El res P (x, Y) e Q (x, y) de classe C! num aberto Q de R°. Prove que 


F a Pi EE Oj é irrotacional se e somente se o] Pdax+0Ody=0 


para toda curva y, orientada no sentido anti-horário e fronteira de um 
retângulo de lados paralelos aos eixos e contido em Q. 


(Teorema de Green para um círculo.) Seja B o círculo de centro na 
origem e raio r. Seja y (t) (r cos t, r sen t), O < t < 2n. Suponha que Pe Q 
sejam de classe C! num aberto Q contendo B. Prove 
y rc [ 90 ðP |) 
eh Pdx+ 0 dy= Í] | E SE a 
Y Bl å ) 


RA: dy ) 


Seja y = f (x) de classe C! em [a, b] e tal que f' (x) > 0 em Ja, b[. Seja Ko 
conjunto a < x < b e f (a) < y < f (x). Sejam P e Q de classe C! num aberto 


ff Es áP 


contendo K. Prove que $ P dx + Q dy = || | dx dy 
Y 


K \ dx ð y 


onde y é a fronteira de K orientada no sentido anti-horário. 


fía) g(y) OX 
inversa de y = f(x.) Seja y = f (x) de classe C* em [a, b] e tal que f ' (x) < 
0 em Ja, bl. Seja Ko conjunto a < x < b e f (x) < y < f (a). Sejam P e Q de 
classe C! em um aberto contendo K. Prove que 


Ê Q ðP 
$ P dx + Q dy = ff | E e Jas dy, 
y FIL 


x dy j 


` 10 f(b) | pb E 
( Sugestão. f i ui dx dy =j 1] e (x, y) ar | dy, onde x = g (y) éa 
dx 


onde y é a fronteira de K orientada no sentido anti-horário. 


Faça uma lista de conjuntos para os quais você acha que o teorema de 
Green se aplica. Justifique. 


TEOREMA DE GREEN PARA CONJUNTO COM 


FRONTEIRA C! POR PARTES 


O próximo teorema, que enunciaremos sem demonstração (para 
demonstração veja referência bibliográfica [1]), conta-nos que o teorema de 
Green, visto na seção anterior, continua válido se substituirmos o retângulo por 
um compacto K, com interior não vazio, cuja fronteira é imagem de uma curva 
simples, fechada, C! por partes. Uma curva y : [a, b] > Q, fechada, se diz 
simples se y (s) % y (t), quaisquer que sejam s e t em [a, b[, com s 4 t. (Desenhe 
algumas curvas simples.) 

Teorema de Green. Seja K C R° um compacto, com interior não vazio, cuja 
fronteira é imagem de uma curva y : [a, b] > IR”, fechada, simples, C por partes 
e orientada no sentido anti-horário. Sejam P e Q de classe C! num aberto 
contendo K. Nestas condições, 


i 00 ðP ] 
O $ Pax+0 24 =)), | E a | dy 


O teorema de Green nos afirma que se P e Q forem de classe C! no aberto Q 
e se K estiver contido em Q, então D se verifica. Entretanto, se K contiver um 
ponto que não pertença a Q, a relação O não terá nenhuma obrigação de se 
verificar. (Veja Exemplo 2.) EXEMPLO 1. Utilizando o teorema de Green, 
transforme a integral de linha 


$ (xt — y ) dx + (+ y”) dy 
“7 


numa integral dupla e calcule, onde y é dada por y (t) = (cos t, sent), O < t < 27. 
Solução 


P (x, y) = xf - y? e Q (x, y) = x? + y? são de classe C! em R°. A imagem de y é 
a fronteira do círculo K dado por x” + y” < 1, que está contido em R°. Pelo 


(a ðP 
teorema de Green $ (= y? ) dx + (x? + y? ) dy = ff , de = 
A | 


—— | dx dy. 
apo K \ dx dy 


d ðP 2 
Como dis O E, 2 resulta 
dx ðy 


$ (xt = y?) dx + Go + y”) dy = 3 ff 02 + y?) dx dy. 
Y 


Passando para coordenadas polares, 


2 2 27 T 
j) (x4 + y) dx dy = | P p? dp | d0 = — 
K 0 Í: 


Portanto, 
q ae dessas 
Pa — y3) dx + (x? + y5) dy = E 
EXEMPLO 2. Calcule $ y dx + y dy, onde y (t) = (cos t, sen t) 
° TE EP : sad e 4 l 
O<t<27. 
Solução 


y 


r p E A X ~ 1 
P(x,y)=—5"—5 € 0(x,y)=—s—— são de classe C no aberto Q = 
XEF y e ye 


R° — ((0, 0)). A imagem de y é a fronteira do círculo B = f(x, y) E R? | x? + y? < 
1); B não está contido em Q, pois (0, 0) € B, mas não pertence a Q. Como as 
hipóteses do teorema de Green náo estáo satisfeitas, o teorema de Green náo se 


aplica. A integral deve ser calculada diretamente: 
$ A A | dt = 27. 
É ado de py 
d 
Observe que J, = ¿E Ja dy = 
ðX dy 


EXEMPLO 3. Sejam y, e y, duas curvas fechadas, simples, C! por partes, sendo 


y, orientada no sentido anti-horário e y, no sentido horário, como na figura que 


se segue. 


Seja B a região compreendida entre as curvas y, e y,. Suponha que P (x, y) e Q 
(x, y) são de classe C! num aberto contendo B. Prove 
ðQ OP 
ox dy 


dx dy. 


a 


$ P dx +Q dy +Ê, P dx +Q dy = ff, 


Solução 


Seja B, a região limitada pela curva FSTUVXR e B, limitada pela curva 
RXZUTYR. Pelo teorema de Green aplicado a B, obtemos: 


fa. Pdx+Qdy+ | Pdx+Qdy+ | P dx + Qdy+ |. P dx +Q dy 
RST TU ÚV XR 
ðQ ðP 
= ff e PTE | dx dy. 
B \ OX dy 


Da mesma forma, 


E. P dx + Q dy + key dx + Q dy+ E. Pdx+Qdy+ P dx + Q dy 
RX XZU UT TYR 
JO aP 
=|] (22-2 E dy. 
b À OX dy 


Somando-se membro a membro as igualdades acima, obtemos a relação 
desejada. 


Exercícios 8.2 


1. Sejam y e K como no teorema de Green. Prove que área de K = P x dy. 


2. Calcule a área da região limitada pela curva x = t- sen t, y = 1 - cos t, 0O 
< t< 2n, e pelo eixo 0x. 


3. Calcule a área da região limitada pela elipse x = a cos t, y =b sent, O<t 
<27, ondea>0eb>0. 


4. Calcule $ F - dy, onde y é uma curva fechada, simples, c' por partes, 
Y 


cuja imagem é a fronteira de um compacto B e 
> > > 
l 


FGAy=(U+y)i+Br—y j: 


>. Calcule Pr - dy Onde F (x, y) = ay? í + (Gy + 5x) E e y a fronteira 
do quadrado de vértices (-1, 0), (0, -1), (1, 0) e (0, 1). 


y y x E 1 
6. Calcule P, P dx + EP dy onde y é uma curva fechada, C por 
x y” XA” y 


partes, simples, fronteira de um conjunto B, cujo interior contém o 
círculo x° + y” < 1. (Sugestão. Aplique o teorema de Green à região K 
7. compreendida entre a curva y e a circunferência.) Calcule 


y x A 
3 R] dx + TA dy onde y é a curva 
xº + y” ahy 


8. Suponha P e Q de classe C' em Q = R° — {(0, 0), (1, 1)). Suponha, 


. ðQ ðP & 
ainda, TÁ 0 em Q. Calcule P, P dx + Q dy, sabendo que 
OX Oy 
Pdx+Qdy=le pr dx + Q dy =2. (y, ey, são orientadas no sentido 
Y 2 
horário e y no sentido anti-horário.) 


9. Calcule a área da região limitada pela reta y = x e pela curva x= t'+tey 
=ť +t, com0<t< 1. Desenhe a região. 


8.3. TEOREMA DE STOKES NO PLANO 


Seja PeP A pij um campo vetorial de classe C* no aberto Q de Rº e 


ð JP po We 
sejam y e K como no teorema de Green. Como e T = | rot F | S 
OX ovy \ j 
resulta 
s > > 
P P dr +0 dy = Hero F - K dx dy 
ou seja, 


> > > > 
P F-dr = ff ro F - k dx dy 
v Y 


Nesta forma, o teorema de Green é, também, conhecido como teorema de Stokes 
no plano. 


EXEMPLO. Desenhe o campo 


e conclua que F não é irrotacional. 
Solução 


F (x, y) é paralelo a E. di cão Segue que F (x, y) é tangente, no ponto 
(x, y), à circunferência de centro na origem e que passa por este ponto. Além 
disso, para todo (x, y) * (0, 0), || F (x, y) ll = 1; 


isto é, a intensidade do campo é constante e igual a 1. 


Seja K o compacto ABCD. (Veja figura.) Imaginemos F como um campo de 
forças. Como F é normal aos lados BC e DA, são nulos os trabalhos realizados 
sobre estes lados. O módulo do trabalho realizado de A até B é maior que o 
módulo do realizado de C até D. Por quê? Logo, F não é irrotacional, pois se F 
fosse irrotacional, pelo teorema de Green, o trabalho ao longo da fronteira de K 
deveria ser nulo. 


E 
8.4. TEOREMA DA DIVERGÊNCIA NO PLANO 


Seja y : [a, b] > R? uma curva. Se y for de classe Ct e se, para todo 
t E la, bl, y (1) + y, então diremos que y é regular. 


Suponhamos que y (1) = (x (t), y (1)). a = t = b, seja regular e injetora em Ja, 


~ . e. o —3 
bl. Podemos, então, considerar os campos vetoriais y 


1 € no dados por 


Eis l >? P 
nı (y O) = ———— (y' (t) i — x'(t) j) a <t < b, 
ly (t) ll 


e 
=P " EA ` 
no (y(t)) =—n (y(t)). 


Ob A aegne 5 | 
SEEVE que yYODi -rH jpa<t<ob, E PAFIS a 


— == > : : 
yD =x'(t) í +y'(t) j . Deste modo, y, associa a cada ponto y (t) da imagem de 


y, a <t < b, um vetor unitário e normal a y, no ponto y (t). 


n, (x(t) 


200) Y (0) 


Y CAÇÃO) 


Pelo fato de estarmos supondo y injetora em Ja, bl, o campo m está bem 
definido. 
Seja F (x, y) um campo vetorial contínuo num aberto contendo a imagem de 
— — 3 > > Š 
ou n3- Seja F, = F - n a função a valores 
+ R 


y. Seja a um dos campos vetoriais E 


N T i 
reais dada por F (y(1)) = F (y(0)- n (y(0)),a<t< b. 


Assim, F, (y (t)) é a componente escalar de F (y (©) na direção E (y (0). 


FAY) 


y 


Pois bem, definimos o fluxo de F através de y, na direção E: por 


>> b> => 
Í F-n ds = | F (y(t) n (y6) ly OI de 
y a 


š 2 a A 
Seja y : [a, b] > Rº uma curva fechada, simples, regular e orientada no 
sentido anti-horário e suponhamos que sua imagem seja a fronteira de um 


compacto K, com interior não vazio. Neste caso, referir-nos-emos a 
— 1 — — 
ntY0== 00i —x(8) j) 

x Iy J 


como a normal exterior a K 


n (Y(t) 


Teorema (da divergência no plano). Seja F 2 Pi y Oj um campo 


vetorial de classe C! num aberto Q do R° e seja K um compacto, com 
interior não vazio, contido em Q, cuja fronteira é imagem de uma curva 


fechada y(t) = œ (t.y (1), a=1t<=b, de classe Ct, simples, regular e 
— 


EXE! normal unitária exterior a K. 


orientada no sentido anti-horário. Seja 
a > > ME. 
Então $)_ F-n ds = f fav F dx dy. 


Demonstração 


¿">> b > => 
$ F- n ds= | FO) n (y(0) ly (OI dt 
a 


onde 


> > 
(0 i — x'(1) j). 


> 
n t)) = 
Y= on 


Segue que 
-+ > b o i els 
$ F - n ds= f [PCY E) y (1) — QOC (t)) x'(t)] dt 
a 
e, portanto, 


F-nds= Y -Qax+Pd 
ad O dx y. 


Pelo teorema de Green, 


D,-0 dx + Pdy= Í|. 


ðP ð 
— + Ed | dx dy. 
dx Oy 


E, portanto, 


q o = > 
P, F-n ds = || div F dxdy. i 
É 


Dizemos que y : [a, b] > R° é regular por partes se for C! por partes e se 
cada “trecho” 


RE A A > : 
y, : [ti t] > IR satisfizer a condição yi (t) + 0 em]t;_ tI. Fica a seu cargo 
estender o teorema acima para o caso em que a fronteira de K seja regular por 
partes. 


EXEMPLO 1. Seja F (x, y) = y? ya Calcule o fluxo de F através da fronteira 
y do retângulo 1 < x < 3, 1 < y < 2, sendo E a normal unitária que aponta para 
fora do retângulo. 


Solução 


A normal exterior sobre o lado CD é F: a componente de F (x, 2) na direção 
j é F (x, 2) : j = 8. Como a componente normal de F é constante, o fluxo de 
F através do lado CD é o produto da componente normal pelo comprimento do 
lado CD. Portanto, o fluxo de F através do lado CD é 16. A normal exterior 


Y) 


sobre o lado AB é — T o fluxo através de AB é — 2. Como F é normal a ;, Os 


-> > 
fluxos através de BC e DA são nulos. Temos, então D, F - n ds=14. 


Poderíamos, também, ter chegado ao resultado acima aplicando o teorema da 


divergéncia. 
>> Re 
P, F-n ds= [| div F dx dy 
FTF K z 
onde K é o retângulo dado e sua fronteira orientada no sentido anti-horário e E a 
normal exterior. Como div È = 3 z vem 


> 3 2 à 
f |, div F dx dy= f | f 3y2 dy [de= 14. B 
E | | 


EXEMPLO 2. Seja F =P} +0 Fi de classe C! num aberto Q do R*. Suponha 
que div F é diferente de zero no ponto (X, Yo) E Q. Prove que existe uma bola 
aberta B, de centro (Xo, Yo), tal que, para todo K C B, K nas condições do teorema 


> > 
de Green, tem-se pr -n ds&0 


O onde é a fronteira de K e E a normal unitária exterior a K. 
Solução 


Sendo F de classe C', div F será contínuo em Q. Para fixar o raciocínio 
suporemos div F (Xo Yo) > O. Pelo teorema da conservação do sinal, existe uma 
bola aberta B, de centro (Xo, Yo) (podemos supor B C Q, pois Q é aberto) tal que, 
para todo (x, y) € B, div F (x,y) > 0. 


Segue que para todo K C B, K nas condições do teorema de Green, tem-se 


> Ss > 
DF -n ds= ff, iv F dx dy > 0. E 


E E E X E, 
EXEMPLO 3. Seja F (3,9) = 550 | *-5T5o d: 
E aê y (xe + yo) 


a) Desenhe o campo. 


b) Calcule div F. 
Solução 
a) F (x, y) é tangente à cucinicttncia Se centro na origem e que passa pelo 
ponto (x, y). Temos, ainda: Il F (x, y)ll = — 
p 


onde p= |x? + y? é o raio da circunferência de centro na origem e que passa 


pelo ponto (x, y). 


Observe que qualquer que seja o conjunto K da forma abaixo (veja figura), o 
fluxo através da sua fronteira, e na direção da normal exterior, é nulo. Por quê? 


É razoável esperar div F = 0. (Veja exemplo anterior.) 
b) div F = 0. (Verifique.) 


Exercícios 8.4 


> > 
* Calcule ] F + n sendo dados (para evitar repetição, ficará subentendido 


y 


que , y é unitário): F (x y)=x +y y (t) = (cos t, sent), O<t<2ne 


F 
i EE a exterior. 


b) F (x, Y) = y i y a fronteira do quadrado de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 
1) e (0, 1) e 7? a normal que aponta para fora do quadrado, sendo y 
orientada no sendo anti-horário. 

c) È E yx PEOD sen t), O < t < 27, e n à normal que 


aponta para fora da região A +y<1. 


d FOVET , y (© = (2 cos t, sen t), O <t <T, e n à normal com 


componente y > 0. 
e) EOyN=x +yjy(0=(,0),0<t<1,e y a normal com 
componente y < 0. 


Prove que se FÉ: = tor constante sobre Im y, então o fluxo de 7 F através 
de y é o produto de 2 F'n 7 pelo comprimento de y, onde ~? n é normal a y. 


= x 2 y 
Seja F @ y) = — ra i+ 


3 PS. j e a normal unitária 
Ce PER a” E A 


n 


LN 


— 


exterior ao círculo x + y < 1. Calcule f; F-n onde y (t) = (cos t, sen t), 


O<t<m. 


(Sugestão. Verifique que F - > é constante.) Desenhe o campo do 


n 
exercício anterior. (Sugerimos ao leitor desenhar algumas circunferências 
de centro na origem e, em seguida, desenhar o campo nos pontos destas 
circunferências.) Olhando o desenho do campo é possível decidir se div 


F é zero ou não? Por quê? 


b) Calcule div F. 


a) Desenhe o campo. 


b) > 
n 


c) 


É Olhando para o desenho é possível decidir se F é ou não solenoidal? 
6. (Dizemos que F é solenoidal se div È F = = 0 em seu domínio.) Seja 
Xx y 
F ENS — AS i4 a D Fi Determine a para que 
(x? + y? E (x? + y para q F 
seja solenoidal. Desenhe o campo para o a determinado. 


Sejam f (x, y) e g (x, y) duas funções a valores reais, de classe C”, no 
aberto Q de RR”. Seja y : [a, b] > Q uma curva regular, fechada, simples, 
orientada no sentido anti-horário, ON de um compacto K, com 
interior não vazio e contido em Q; seja y a normal exterior a K. Prove: 


dg Cr de , P A A A ~ 
Pa £ ds= || V? e dxdy. Ls a derivada direcional de g na direcáo 
Y gn n ôn 

A A A AR AE 

e ve o laplaciano de g.) Ps — ds = f, (IV g+Vf-V g) dx dy. 

i ðn 
(Veja ES 9c da Seção 2.4 deste volume.) 
E — ds= || (fV? f +1V fIÊ) dx dy. 
$ f- ds=)) (fV? f+nv fIP) dr d 


ðn 


/ 


Seja v : Q C R? > R de classe C? no aberto Q e sejam y e K como no 
exercício anterior. Prove que se y?y = q no interior de K e v (y (t)) = 0 em 
[a, b], entáo v (x, y) = 0 para todo (x, y) € K. Suponha, ainda, que K seja 
um círculo. 


(Sugestão. Utilize o item c do exercício anterior.) 


Sejam y e K como no Exercício 8. Seja F (x, y) uma função a valores 
reais definida e contínua no interior de K e seja f (x) uma funcáo a 
valores reais definida e contínua em [a, b]. Considere o problema com 
condição de fronteira 

ká u = F no interior de K 


[u(y (0) = f(t) em [a, b]. 


Prove que se u, e u, são funções a valores reais, de classe C* num aberto 


10. 


11. 


12. 


13. 


contendo K, satisfazendo ®, então u, = u, em K. 


n El 2 TE ] 3 
Seja F(xy)=xy i + | 3y Sia j e seja y (t) = (t, sen (4 arctg 


6), 0<t<1. Seja a a área do conjunto limitado pelo eixo x e pela curva 
y. Calcule | F:n onde “y 
Y 


conjunto acima mencionado. 


é a normal a y que aponta para fora do 


Seja F o campo do exercício anterior e seja y (1) = (cost, sen 1), 0 = t = 


e |a 


ro > 
Calcule | F -n onde E é a normal com componente y > 0. 
Y 


(Sugestáo. Escolha um compacto K conveniente e aplique o teorema da 


divergência.) Seja F (x, y) = x Err 10x y) j. Calcule Í F-n 
Y 


onde y e E estão dados pela figura abaixo. 


=> 


Sejam P (x,y) =x 7 -3xY J, yO =(t e ),0<t<1, e y At) = (t Ê, 
O<t<1l. 


Sejam » a normal a y, com componente y > 0 e ». a normal a y, com 
J n] Yı p y no Y, 
componente y < 0. 

r > > 
Calcule | F -n 

Y 


a > > a — - 


(Sugestão. Verifique que | F - n ds = sd F + m ds.) 
Yı Y2 
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ÁREA E INTEGRAL DE SUPERFÍCIE 


9.1. SUPERFÍCIES 


Por uma superfície parametrizada o entendemos uma transformação 0: A > 
Rº, onde A é um subconjunto do R°. Supondo que as componentes de o sejam 
dadas por x = x (u, v), y = y (u, v) e z = z (u, v), então o (u, v) = (x (u, v), y (u, V), 


z (u, v)). 
Escreveremos com frequência 


=" fx = x(u, v) 
1) o: 4y = y(u, v) (u, vJEA 
E = z(u, v) 


para indicar a superfície parametrizada o dada por o (u, v) = (x (u, v), y (u, v), Z 


(u, v)). 
O lugar geométrico descrito por o (u, v), quando (u, v) percorre 4, é a 
imagem de o: 


Imo = {o (u, v) E R° | (u, v) EA}. 


E comum referir-se a ® como uma parametrização do conjunto Im o. 


Observação. No que segue, adotaremos, por conveniência, a notação o tanto 
para indicar uma superfície parametrizada como sua imagem. Muitas vezes, para 
simplificar, referir-nosemos a uma superfície parametrizada simplesmente como 
uma superfície. 


EXEMPLO 1. o: R? > R’ dada por 


[x =u + 2 
sy = 2u — v+1 
z=u+v+2 


é uma superfície. Sua imagem é um plano em R’ passando pelo ponto (0, 1, 2) e 
paralelo aos vetores (1, 2, 1) e (2, -1, 1): 


a (u, v) = (0, 1,2) + u (1, 2,1) + v(2, —1, 1) E 
EXEMPLO 2. (x, y, zZ) = O (u, v) dada por 
[x = cos u 


) = sen u O<u=2r,0<=v<=I 
= y 


N Ses 


é uma superfície parametrizada. A imagem de o é a superfície cilíndrica obtida 
pela rotação em torno do eixo z do segmento ((1, 0, z) € Rº|0<z<1). 


y 


Observe que para cada v fixo, O < v < 1, a imagem da curva ut o (u, v) é uma 
circunferência de raio 1, com centro no eixo Oz, e situada no plano z = v. 


EXEMPLO 3. Parametrize a superfície esférica x? + y” + z? = r° (r > 0). 
Solução 


O que queremos é determinar uma superfície parametrizada o, cuja imagem 
é o conjunto de todos (x, y, z) tais que x? + y” + 7 = r’. Vamos utilizar 
coordenadas esféricas. 


x = r sen q cos O 
O: 4y =r sen Q sen 0 0=0=2x,0=Qpq=1 
z= r coso 


Quando (0, ọ) varia no retângulo 0 < 8 < 27, 0 < ọ < m, o ponto (x, y, z) descreve 
a superfície esférica x? + y" + 7° = r°. 


EXEMPLO 4. (Faixa de Möbius.) Considere a superfície (x, y, z) = o (u, v), — 1 
<v<1e0<usc< 2n, dada da seguinte forma: para cada u fixo, (x, y, z) descreve 
o segmento de comprimento 2, centro no ponto (cos u, sen u, 1), localizado no 
plano determinado pelo eixo z e pelo ponto (cos u, sen u, 0) e que forma com o 
eixo z um ângulo = Expresse (x, y, z) em funcáo de (u, v). 


pa 


Solução 


P = (cos u sen u, 1) e B=[(1+sen £) cos u (1 + sen £) sen u, 1 + cos] 


O segmento AB tem a seguinte parametrização: 
(x,y,z) =P+v(B-P),-1<v<1, 


ou seja, 


u u u 
(x, y, Z) = (cos u, sen u, 1) + v (sen 3 cos u, sen — sen u, COS =) 


Assim, ø é dada por 
u 
x= [1+ v sen =) cos u 


v=[1+v sen E) sen u -1=<=yv=<1,0=<u=< 77. 


u 
z=l+vcos-. 
2 


Sugerimos ao leitor construir uma faixa de Möbius utilizando uma fita de 
papel. 


Exercícios 9.1 = 


1. Desenhe a imagem da superfície parametrizada dada. 


a) o (u, v) = (u,1 
b c(uv)=(l,uv,0=u=1,0=v=<l. 
C o (u, v) = (u, v, 1 —u-v,uz0,vz0eu+v<l. 
o (u, v) = ( 
) = ( 


y 
o) a (u, v) = (v cos u, v sen u, v), 0 = u = 27, 0 = v = h, onde h > 0 é um real dado. 


| 
o (u, v) = |» cosu,v Sen Uu, — |, 0 < u < 27. v > 0. 
y2 


> 
g) g (u, v) = (u, v, l — u“) u => 0,v > Q0eceu+vsl. 


2. Seja A = {(0, y, z) € R? | 7° + (y - 2) = 1} e seja Bo conjunto do espaço 
obtido pela rotação em torno do eixo z do conjunto A. Determine uma 
parametrização para B. 

(Sugestão: Parametrize B utilizando os parâmetros u e v conforme figura 
seguinte.) 


3. Determine uma parametrização para o conjunto de todos (x, y, Z) tais que 


x. y> da 


= |, onde a, be c são constantes estritamente positivas. 


> > > 
a b e 


4. Parametrize o conjunto dado. 


a) {(x, y, z) E R? |x? + 4y =1}. 
b) {(x, y, z) E R? | 2x +y +4z=5}. 


c) Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo z da curva y = 0 ez = 
e x>0. 

d) {(x, y, z) E R? |x +y = 2x}. 

e) Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo z da curva 
y=0ez= —,x>0. 

X 

f) Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo z da curva y =0ez =x 

-x 0<x<1. 


9.2. PLANO TANGENTE 


Seja o: Q C R? > R?, Q aberto, uma superfície parametrizada de classe C' e 
seja (Up Vo) um ponto de Q. Fixado up V > o (Uo, V) é uma curva cuja imagem 


A . . do -=> : P 
está contida na imagem de o. Se y (o vo) É 0 , então = (uo, vo) Será um vetor 
Ex 


tangente a esta curva no ponto o (Uo Vo). De modo análogo, fixado v,, podemos 
. do do 7 

considerar a curva u HP o (u, v ); se = (ug, vo) + O, então > (uo, vo) Será um 

0 dov Pv 


vetor tangente a esta curva no ponto O (Up, Vo). 


do 


( us , Yo ) 


d y k 


e du (u0, vo) /\ Fa (ug, vo) + O, podemos considerar o plano que passa por 
gu Dv 


do do 
O (us v) e que seja normal ao vetor E (ug, VO) / E ii vo). Tal plano 
ol dv 


denomina-se plano tangente a superfície o no ponto (Xo Yo, Zo) = O (Uo, Vo) e tem 
por equação 


do do, 
(x, y, 2) = O (ug, vo) + s — (ug, vo) + t — (ug, vo) (s, t E R). 
du dv 


Tal equação pode, também, ser colocada na forma 


do w dO 
— (ug, vo) ^ — (ug, vo) |(x,y,2)— (xo, Yo, Z0)| = O 
du dv | j i ] 


Seja o: Q C R? > R’, Q aberto, de classe a Dizemos que o é regular no 
ponto (ug. vo) E Q se E (ug vo) A Z (uy vo) + O. Diremos que o é regular 


em Q se for regular em todo ponto de Q. Observamos que o ser regular em Q 
significa que o admite plano tangente em todo ponto o (u, v), com (u, v) € Q. 


Exercícios 9.2 
1. Determine o plano tangente à superfície dada, no ponto dado. 


a) o (u, v) = (u, v, u + v”), no ponto o (1, 1). 
x 
b) o (u, v) = (cos u, sen u, v), no ponto o (Z. 1) 
c) o (u, v) = (2u + v, u — v, 3u + 2v), no ponto o (0, 0). 
d) o (u, v) = (u - v, u4? + v2, uv), no ponto o (1, 1). 


e) o (u, v) = (arctg uv, e“ 7Y , u — v), no ponto o (1, — 1). 


2. Seja o: Q > R’, Q aberto em R”, uma superfície de classe C' e seja y : 1 
> Q uma curva de classe Ct, com y (t) = (u (t), v (£)). (Observe que y (t) 
é um ponto de Q, para todo t € 1.) Seja T: I > Im o a curva dada por T 


(© = o (y (t)). Prove que z IA = (y(1)) é ortogonal a I" (t). 
du dv 


Interprete. 


3. Seja o: Q C R? > R’, Q aberto, uma superfície de classe C! dada por o 
(u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)). Verifique que 


ðo d(y,z) Fi d (z, x) mA axy) 


do A 


du ð (uy) o (u,v) o (u,v) 


9.3. ÁREA DE SUPERFÍCIE 


Seja o: K > IR”, onde K é um compacto com fronteira de conteúdo nulo e 
interior não vazio. No que segue suporemos que o é de classe C' em K e regular 
no interior de K. (Dizer que o é de classe C! em K significa que existe uma 
transformação q: Q > R? de classe C! no aberto Q, com K contido em Q, tal 
que, para todo (u, v) em K, o (u, v) = q (u, v). 


gry 


da (u, v) Av 
g ` 


u u+âu 


o transforma o retângulo de lados Au e Av no “paralelogramo curvilíneo” 
ABCD contido na imagem de o. Queremos avaliar a “área” deste “paralelogramo 
curvilíneo” para Au e Av suficientemente pequenos. 


A área do paralelogramo determinado pelos vetores 


J 
O (evil e 
du dy 


do 


(uv) Av é é 


Au Av. 


= E cad q 90 (u,v) 
ai | [= MW e —— Y 
du ov 


do » dO 
(u, v) Au A — (u,v) Av 
| du ov 


(Observe que este paralelogramo está contido no plano tangente a o, no ponto o 


(u, v).) 


Temos: 


| — (u, v) Au|| = comprimento do arco AB 
u 


II 


o 
| En (u, v) Av|| = comprimento do arco AD 


A “área” AS de ABCD é, então, aproximada pela área do paralelogramo de 


lados do (u, v) Au e do 
du 


(u, v) Av: 


, 


Au Av. 


do ~ do 
“área” AS=|— (u, v) AA — (u,v) 
| du dv 


Nada mais natural, então, do que definir a área de o por 


du dv. 


área de O = ff 
K 


é contínua em Kea 


Observe que a integral acima existe, pois -e A — 


du dv 


fronteira de K tem conteúdo nulo. 


EXEMPLO. Calcule a área da superfície o dada por o (u, v) = (u, v, 1-u),u> 
0,v>=0eu+v<l. 


Solução 


do 


= (1, 0, —2u) 
de 
e 
25 -(0,1,0). 
Temos: 
E E 
i j k 
— 
PE E e goi lA 
du dv 
Y TM 


dudv = Ma [4u2 +1 + 1 dudv 
ça 


onde K é o triângulo 


Temos: 
| j l [pla y > 5 
ff VI + 4u4 dudv = Í Í y1+ 4u4 dv | du = Í (1 — u) 1 + 4u* du. 
K 0 0 0 


Façamos a mudança de variável 
AE 8 do 


u=0;0=0 
u=1;0 = arctg 2 


1 i arctg 2 1 ' 1 ” 
1 — u) 11+ 4u? du= | (1-31 o) |1 + tg? O — sec? 6 d0 
ko ) 4 A dad a 
arctg 2 
=> f (1-4 180) sec? 6 de 
2 J0 2 


arctg2 arctg 2 
-1f em `f 128 sec? 0 d6. 
0 0 


Como 


[sect 9 do = > sec O tg 0 + In (sec 0 + tg 0) +k 


resulta 


arctg2 3 — 1 — 
| sec? 0 dO =4'5 aa (2+ 5). 
0 


Por outro lado, 


Exercícios 9.3 


rarctg 2 é 1 arctg 2 | MECS 1 
| tg 0 sec? 0 dO = E sec? J == (45) —-—. 
0 3 0 3 3 
Portanto, a área de ¡y = NP quis In (2 + 4/5) + Em 
12 A 12 
x sen 6 1 
Observacáo. | tg 6 sec? 8 de = Í “22 do = = + k. 
cos” 8 3 cos” O 


1. Calcule a área. (Sugerimos ao leitor desenhar a imagem da superfície 


dada.) 


a) o (u, v)=(u, v,1-u-v)u>0,v>=0euw+v<l. 

b) o (u, v) = (u, v,2- u-v), u +v<l. 

c) o (u, v) = (u, v, u + V°), U? +v? < 4. 

d) o (u, v) = (u, v, 4— u’ - v”), (u, v) € K, onde K é o conjunto no plano 
uv limitado pelo eixo u e pela curva (em coordenadas polares) p = e”, 
0O<0<rm. 


l ss 2 
e) o(uv)= (u ES u? ) O=v=ueu=2,. 


f) o (u v) = (cos u, v, sen u), u° + 4v° < 1. 


. Seja A = {(0, y, z) € R? | z + (y - 2) = 1}; ache a área da superfície 
gerada pela rotação em torno do eixo Oz do conjunto A. 


. Seja f : K > R de classe C! no compacto K com fronteira de conteúdo 
nulo e interior não vazio. Mostre que a área da superfície z f = (x, y) (isto 
é, da superfície ø dada por x = u, y = v e z = f (u, v)) é dada pela fórmula 


10. 


11, 


12. 


13. 


ff dt (E) (2) dx dy. 
kV La) Lo | 
Calcule a área da parte da superfície cilíndrica z” + x? = 4 que se encontra 


dentro do cilindro x” + y” < 4 e acima do plano xy. 


É oe ani 2 2 2 
Calcule a área da parte da superfície esférica x + y + z^ = 1 que se 
encontra dentro do cone z= ,/x? + y?. 


pa Ze Pez a ” ” 
Calcule a área da superfície z= |x? + y? , (1-2 +4y"=<1., (x- 2) + 
4y <1. 
. Calcule a área da parte da superfície esférica x + y” + z° = 2 que se 


encontra dentro do paraboloide z = x° + y”. 


Calcule a área da parte do cone z? = x° + y” que se encontra dentro do 
cilindro x° + y” < 2x, fora do cilindro x° + y? < 1 e acima do plano xy. 


z ro 3/2 3/2 
Calcule a área da superfície z = x + y”, 
39 1/1 8 E Es 9 ” 

=x" +y Q<yx<—e0< q. 

i 9 16 

z EA 2 ta 2 2 
Calcule a área da z=./1? + y?, (1-2 +4y<l,x+y <2xx>1ey 
>0. 

a ros Í > 0) 

Calcule a área da parte da superfície z=. x? + y?,(x- D +4y=1. 


compreendida entre os planos x+y=1,x+y=2,x=0ey=0. 


Calcule a área da parte da superfície z = xy que se encontra dentro do 
cilindro x° + y” < 4 e fora do cilindro x + y” < 1. 


Seja K o conjunto do plano xy limitado pelas curvas (em coordenadas 
polares) p = tg 0, z= x? + y?, x +y = 2x, x> 1 ey > 0.. Calcule a área 
da superfície z = xy, (x, y) E K. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Seja K o conjunto do plano xy limitado pela curva (em coordenadas 
polares) p= cos 2 0, — A =0 = T Calcule a área da superfície z = xy, 


(x, y) EK. 


Calcule a área da parte do paraboloide elíptico z = x° + 2y” que se 
encontra dentro do cilindro 4x” + 16y° < 1. 


Seja f : [a, b] > R uma função de classe Ct, com f (u) > O em [a, b]. 
Considere a superfície de revolução o (u, v) = (f (u) cos v, f (u) sen v, u), 
com a < u < b, 0 < v < 2n. Estabeleça uma fórmula para o cálculo da área 
de o. Compare com a fórmula obtida na Seção 13.4 do Vol. 1, 5.º edição. 


Estabeleça uma fórmula para o cálculo da área da superfície 
? ” 
dE» à E x 


= |,ondea>0,b>0€ec>0são constantes dadas. 


3 1 oF , 
SejaF:Q CR -> R, Q aberto, uma função de classe C tal que e +0. 


Seja f: K > R, onde K é um compacto com fronteira de conteúdo nulo e 
interior não vazio contido em Q, tal que F (x, y, f (x, y)) = O para todo (x, 
y) € K, isto é, z = f (x, y) é definida implicitamente pela equação F (x, y, 
z) = 0. Mostre que a área da superfície z = f(x, y) é dada pela fórmula 


| oFY (OF) (JE NY 
SI ASI AS) 
e \ gx Oy) VOZ) 
Í E JF dx dy. 
e 


Sejam o: Q C Req: Q, C R, > R, duas superfícies regulares nos 
abertos Q e Q,, respectivamente. Suponha que exista uma transformação 
H: Q, > Q, com H (Q) = Q, dada por 


ta = us, t) 
Es (s, t) E Q 


lv = vis, f) 


20. 


21. 


sendo H de classe C}, inversível e tal que, para todo (s, t) € Q, 


q (S, t) = o(u(s, t), v (Ss, t)). 


Diremos, então, que y é obtida de o pela mudança de parâmetros (u, v) = 
H (s, t). Suponha, então, que y seja obtida de o pela mudança de 
parámetros (u, v) = H (s, t) = (u (s, t), v (s, t)). 


a) Verifique que Imọ = Im o. 
b) Prove que 


os ot “ou W / d(s, t) 
onde 
du du 
ds dt 


d (u,v) 


USD ly qm 


é o determinante jacobiano da transformação u u (s, t), v v (S, t). 


c) Interprete geometricamente a relação supondo ® supondo 
d (u, v) 


ET n 


Sejam 0: Q C R? > Rep: Q, C R? > R? duas superfícies regulares, 
sendo y obtida de ø pela mudança de parâmetros (u, v) = H (s, t) = (u (s, 
t), v (s, t)) (veja exercício anterior). Sejam K C Q e K, C Q, compactos 
com fronteira de conteúdo nulo e interior não vazio e tais que 
H (Ki) = K.: Prove que 


[25 EIA 


Seja o(u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)), (u, v) € K. Mostre que a área de 


dO A aii La A PP 
ds 


du dv 


dsdt. 


dt 


o pode ser expressa na forma 


| ? > 2 
r ¡ACI o (7 x) | o (x,y) | 
área de o = |[ > | +|— | +|—— | dub. 
K \| du, v) d (u, v) o (u, v) 


| 


(Sugestão: Veja Exercício 3 da Seção 9.2.) 


9.4. INTEGRAL DE SUPERFÍCIE 


Seja K um compacto de R°, com fronteira de conteúdo nulo e interior não 
vazio; seja ø : K > R° de classe C! em K, regular e injetora no interior de K. 

Seja w = f (x, y, z) uma função a valores reais definida e contínua na imagem 
de ø. Definimos a integral de superfície de f sobre o por 


do do 
A 


(i ov 


Sí f(x,y,z) dS = ff 10» à 


do , do 


du dv 


onde dS = du dv é o elemento de área. 


Observação 1. Seja P = ((u, v;) | i = 0, 1, 2, ..., n, j = 0, 1, 2, ..., m} uma 
partição de K; para facilitar, vamos supor que K seja um retângulo de lados 


paralelos aos eixos. 


Consideremos a soma 


n m 
2 fío (u,v;) AS; 
i=1 j=1 


onde AS; é a área da região hachurada na superfície o. Demonstra-se que 


n m 


lim Y Y f(0(%,V;) AS; =] f(x,y,z) ds. 
A>0 ¡=1 ¡=1 o 


Observação 2. Na definição de integral de superfície a função f (x, y, z) não 
precisa estar definida em todos os pontos da imagem de o; basta estar definida 
nos pontos X = o (u, v), com (u, v) no interior de K. Neste caso, definimos 


du dv 


EG y, z) dS = [sim v)) a A — 


desde que a integral do 2.º membro exista no sentido da definição apresentada na 
Seção 2.5. 


EXEMPLO 1. Se f(x, y, z) = 1, para todo (x, y, z) € Im o, teremos 


[[suxaas= ff as= ff, 


do , do 


d 
du dv 


du dv = área de 0. 


Assim, 


ff dS = área de 0. 
O 


A integral de superfície pode ser aplicada no cálculo da massa, centro de 
massa e momento de inércia de uma superfície o, que será imaginada como um 
corpo delgado, com densidade superficial de massa (massa por unidade de área) 
conhecida. Sejam o e f como na definição acima. Se f (x, y, z) for a densidade 
superficial de massa no ponto (x, y, z) € Im o, entáo a massa M de o será dada 


por 
M = ra y, z) dS | 


E comum referir-se a dm = f (x, y, z) dS como elemento de massa. 


O momento de inércia da superfície em relação a um eixo fixo é definido por 


I= ff r? dm 
O 


B onde r = r (x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo. O centro de massa 
(X Yo Ze) é definido por 
ff zdm 
el 
M 


ff xdm 
xr, = _ 
M 


> 


ff xdm 
j 20 me 
M 


JE do 


bes 


onde M é a massa e dm = f (x, y, z) dS o elemento de massa. 
E 


EXEMPLO 2. Calcule a massa da chapa fina ø dada por x =u, y=vez=u+ 
2v O<u<le0<v<1, sendo f(x, y, z) = x y z a densidade superficial. 


Solução 


M = ff (x+ y + 23 dS= ff (2u + 3v) 
o K 


En R| duay 
onde K é o quadrado 0 < u < 1, 0 < v < 1. Temos: 
> > > 
ij k 
> > > 
Z a O o 1|=-¿-2j+k 
1 


© 
N 


e, portanto, 


do A do | y > 2 
— A =a(-D) +(-2 +14 = y6. 
du A 3 i 


Segue que 


Ro ES l l i 54/6 
M = «6 |. (Qu + 3v) du dv = 6 $, |, (Qu + 3v) du | dv 


- 


z 3 V6 


Portanto, a massa é unidades de massa. 
2 


EXEMPLO 3. Sejam o e f como no exemplo anterior. Calcule o momento de 
inércia de o em relação ao eixo z. 


Solução 


I = || r? («+y+z)ds 
o 


> 


onde r = r (x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo z. Como r = x + y” 


, Vem 


[= j) (x? + y?) (x+y+z)dS= ff a + y2) (2u + 3v) 
o 


onde K é o quadrado 0 < u < 1, 0 < v < 1. Como 
[Z A Z|- = 46 (veja exemplo anterior) 


resulta 


23 6 
12 


= 6 ff (Quê + 3u?v + 2uv? + 3v?) du dv = 
K 


Assim, o momento de inércia da chapa em relação ao eixo z é + 5v6 . (Observe 


7 


que o momento de inércia tem dimensóes ML?, onde M é massa e L, 


comprimento.) 


do do 
— A kb = d dv 
du dv | j 


> 


EXEMPLO 4. Sejam o e f como no Exemplo 2. Calcule o centro de massa de o. 


Solução 
174/6 
ff xdm = ff x(x + y+z)dS =Ẹx46 ff u(2u + 3v) du dv = ——. 
o O K 12 
i 3 
ff ydm = ff y(x+ y+z)dS = y6 ff v(2u + 3v) du dv = 
o o K 2 
i 53,6, 
ff zdm = ff Z(x+ y +2) dS =y6 ff (u + 2v) Qu + 3v) du dv = k 
o o K 2 


5/6 


9 


Il: x dm 17 ren y dm 3 ¿Uta z dm 53 
—— A Ye e 


ña M ida a” E 


Pelo Exemplo 2, M = . Temos, então: 


eS 


3 
Assim, o centro de massa da chapa é o ponto | A | 


Exercícios 9.4 
1. Calcule J] f(x,y,z) dSsendo 
o 


a) f(x y,7)=xeo(uvW)=(uvu+v,O<u<leu<v<l. 

b) f(x, y, z)=xyeo(u,—-v)(u-vu+v,2u+v+1),0<u<le0O<v< 
u. 

c) f(x,y, zZ) =x +y eo (u, v) = (u, v, U? + V°), u? +v? <1. 

d) f(x, y,z)=y eo (u, v= (u v1-u)0<u<1le0<v< yu. 

e) f (x, y, Z) = xX + ye ø a superfície x? + y + 2° = 4, z > 1. (Fica 
entendido aqui que ø é a parametrização mais “natural” do conjunto 
dado.) 

P f(x, y, Z) = xy e ø é a interseção do paraboloide z = x? + y? com o 
conjunto x” + y" < 2x, y 2 0. 

g) f (x, y, Z) X e é o a parte da superfície z? = x° + y” situada entre os 
planosz=1ez=3. 

h) f (x, y, Z) = z e ø é a parte da superfície z = x” + y” que se encontra 
acima do paraboloide 4z = x° + y” + 3. 


i) fœ y.z3= 11-12 e 0 é a parte da superfície cilíndrica z + x° = 1 que 
se encontra dentro do cone z = ya? + y? 
3 eo g 2 2 
D f%y2)= > eo é a parte do paraboloide z = 1 -x — 
1 + 4x2 + 4y? P P y 


que se encontra dentro do cilindro x +y? < 2y. 


. Calcule o centro de massa da superfície homogênea (densidade 
constante) dada. 


b) o é a parte da superfície cônica z? = x° + y” compreendida entre os 
planosz=1ez=2. 


. Calcule a massa da superfície o dada, com função densidade superficial 
de massa f (x, y, z) dada. 


a) f(x,y, Z) =z e é a superfície x° + y + 2° = 1, z 2 0. 
b) fœ yz) = |x? + y? + 22 eo éa superfície Z=x+y,1<z<2. 
c) f(x,y, z)=2 e0 (u, v)= (u,v, 1-u®,0<u<1e0<v<1. 


. Calcule o momento de inércia da superfície esférica de raio R, 
homogênea, de massa M, em torno de qualquer diâmetro. (Tal superfície 
deve ser imaginada como um corpo delgado e homogêneo.) 


. Calcule o momento de inércia da superfície homogênea, de massa M, de 
equação z = x° + y”, x? + y? < R? (R > 0), em torno do eixo Oz. 


. Calcule o momento de inércia da superfície homogênea, de massa M, de 
equação x° + y = R? (R > 0), com 0 < z < 1, em torno do eixo Oz. 
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FLUXO DE UM CAMPO VETORIAL. 
TEOREMA DA DIVERGÊNCIA OU DE 
GAUSS 


10.1. FLUXO DE UM CAMPO VETORIAL 


Seja ø : K C R? > R de classe Ct, onde K é um compacto com fronteira de 
conteúdo nulo e interior não vazio. Suponhamos que o seja injetora e regular no 
. . ~ . coro S 
interior de K. Podemos, então, considerar os campos vetoriais y, e na dados por 


do PA. 
=> A iS L o 
ny (o (u, v)) = A A — (u, v) € K, 
do a dO 
— ABE, V) ZN —— 14, V) 
du dv 
e 
> => 
no (o (u, v) = — ny (0 (u, v)). 


— . . o 
O campo ny associa a cada ponto o (u, v) da imagem de o, com (u, v) € k, 
. r . r . — La . 
um vetor unitário e normal a o. Observe que o domínio de y, é o conjunto 


{X € Imol|X = oø (u, v) com (u, v) € K, A 


Como ø é injetora no interior de K, o campo m está bem definido. 


n, (o (u, v)) 90 (u, y) 
dv 


f 0 
T 1 constante 


9JUEJSUOD- 4 


. . z ._ é => 
ja B: > R’ um campo vetorial contínuo e seja n; Um dos campos p; 


=> P teri Sei sm A 4 f A 1 : d d 
ou n pagina anterior. seja F-n a função a Valores reais dada por 


— 


rs ES 
En o 
F,, (5 (u, v)) = F (F(u, v))- n (c (u, v)), (u, v) E K. 


Observe que F, (o (u, v)) é a componente escalar de F (o (u, v)) na direção do 
vetor `; (O (u, v)). 
Pois bem, a integral de superfície 


>> 
f| F-n as 
o 


pe 
nº 


ña z E =>" > > eu 
Secáo 9.4.) E frequente a notacáo fÍ F - ds, onde ¿g= , ds» para indicar o 
g 


denomina-se fluxo de F através de 0, na direção (Veja Observação 2 da 


fluxo de È através de o, na direção 7. É comum referir-se a 7. como elemento 
F n dS 


de área orientado. 
Segue da definição de integral de superfície que 


ff, F n a dd ff, F (o (u, v)) * EA v)) du dv. 


= (u yal s — (u, v) 


E 


Temos, então: 


>> > 
ff F.n as= |f F (o (u, D La Jas 
o 


du du 


= i v | du dv 


do do 
= — (u, v) A— (u, v) 
se n (o (u, v)) = funrun] 


do do 
— (u, v) A — (u, v) 
du dv 


ou 


jj F n n as=- | F (o (u, v)) * Em VA e av) |du dv 
du dv 
ð J 
pls ii (u, v) A sa (u, v) 
u ðv 


se n (6 (u, Y) = — e. 
do do 
— (u, v) A — (u, v) 
du dv 


Observe que pelo fato de estarmos supondo F contínua em Im o, o de classe 
= — 
C e K com fronteira de conteúdo nulo, a integral ff F n dS existe. 


EXEMPLO 1. Considere um escoamento de um fluido com velocidade 7? 
constante; seja o uma superfície cuja imagem é um retângulo contido na região 


em que se dá o escoamento e considere a normal E a ø que forma com 7? 


T > > 
ângulo < = rd. Calcule lj) v - n dS e interprete. 
da o 


Solução 


e 7? são 


constantes; 
> 3 
» - n ) vezes área de o. 


logo, 


RM 


EXEMPLO 2. Calcule o fluxo de 


é 


constante. 


Assim, 


E 2 a ER E 
v(1xy23=10 i ++) j-—-D k 


através da superfície 


TE 
com normal n PSI SIL 
o do 
inte Via 
| du dv | 
Solução 
do y do 
du dv |do 
Di Radio fl.» v(o(uv):+—————|I— A ——|| du dv 
Sí dad [Ens du dv 
du dv dS 
ou seja, 


A n dS = ff v (o (u, v)) * (ENT) du dy 


onde K é o retângulo0<u<1,0<v<1. 


> > 3 
i j k 
do , da -7 >. “a. 
—AT—= =2u i +2vj+k. 
du dv l 0 —2u a Y) 


0 1 —2v 


> > — — — — > > 
f v:ndS= |, [10 i + (u? + v?) j—2uv k]:[2u i +2v j + k ] du dv 
o 


= ff [20u + 2u?v + 2y? — 2uv] du dv 
E 


ou seja, 


-> > 1 
II, ven as=. p 


” 2 
(20u + 2u*v + 2v? — 2uv) du | dv 


e, portanto, 


Observe que se olharmos ~? como um campo de velocidade associado a um 


escoamento de um fluido e se — for medido em m/s, então o fluxo de"? através 


3/ 
de será medido em m”. Neste caso, od 


— 


ul E 31 3 
fluxo (ou vazão) de v através de o = E (m/s). 


Muitas vezes, teremos que calcular o fluxo de um campo vetorial sobre 
“superfícies” como, por exemplo, a fronteira de um cubo, de um cilindro etc. 
Será conveniente, então, olhar tais “superfícies” como imagens de cadeias. 


Seja oi : K, > R? (i = .., n) uma superfície de classe Ct, regular e 
injetora no interior de K q K é um compacto com fronteira de conteúdo nulo 
e interior não vazio. Te que o;( K; No; K; )= œ, para i # j. Pois 
bem, a n-upla (0,, O» ..., On) é denominada cele Definimos a imagem da 
cadeia (04, 0,, ..., On) por Im o = Im o U Im o U ... U Im o. 


Seja F um campo vetorial contínuo sobre Im o, onde (0,, 05, ..., On) é uma 


. 3 => e z e o 
cadeia. Seja n um campo e normal a oi. Definimos 


—> >> 
ff Ea s f Pea m ds + Í ran El F - nn dS 
o T] On 


Oa 


onde E: é um campo vetorial definido em Im o e tal que 
— — > , 
n (0; (u, v)) = "i (o; (u, v))» para todo (u, v) € Kpi=1, 2, on 


> > 
De agora em diante, quando se pedir para calcular fÍ F - n ds, onde o é 
o 


uma “superfície” não parametrizada, entender-se-á que se trata de calcular tal 
integral sobre a cadeia mais “natural” (0,, 05, ..., On) cuja imagem coincida com 
a superfície dada. Gas Exercício a de SECO) EXEMPLO 3. Seja 


E y =P(y2 Fi + Q(x, y, z) f} + R(x, y, Z) Fi um campo vetorial de 
classe C! no aberto QCR’. Considere um paralelepípedo de faces paralelas aos 
planos coordenados contido em Q, com centro no ponto (x, y, zZ) e de arestas Ax, 
Ay e Az suficientemente pequenas. Suponha que em cada face do paralelepípedo 
escolhe-se a normal que aponta para fora do paralelepípedo. Verifique que o 


fluxo de F através da fronteira o do pS é aproximadamente div F 
> > 
(x, y, z) Ax Ay Az; isto é, II, F - n dS = div F (x, y, 2) Ax Ay Az. 


Solução 


(x, y, 2) 


O fluxo de F através da face ABCD é aproximadamente 


- 


es Ay E 
Flay+ 2,2). j Ax be =0[my+,z ) Ax Az 


A AA AA 
0x1 + 2 ]=00 70 aro? 


segue que o fluxo F através da face ABCD é aproximadamente 


lo 
O Q (x, y, z) Ax Az + — = (x, y, Z) Ax Ay Az. 
2 dy 


O fluxo de F através da face ABCD, é aproximadamente 


— i — Ss 
Fay, Ej) a ==0[ x y- Z, z ) Ax de 


- - 


De 
Ay > ð Ay 
Q | X, y — Y | = 0 (x,y, 2) — su (x, y, Z) sd 
2 | dy 2 


segue que o fluxo F através da face ABCD, é aproximadamente 
ð 
© — O (x, y, 2) Ax Az + - E (x, y, Z) Ax Ay Az. 
2 0y 
Resulta de ® e ®© que a soma dos fluxos através das faces ABCD e A,B,C,D; é 
l 0. 
aproximadamente E (x, y, Z) Ax Ay Az. 


Procedendo de forma análoga com as outras faces obtemos 


> > so 
ff F - n ds =div F (x, y, z) Ax Ay Az E 
«o 


> > 
EXEMPLO 4. Calcule fÍ F - n ds, onde o é a fronteira do cubo 0 <x< 1,0 < 
a 


y<1,0<z<1, Fa n= Fi ha E + rá e y. é a normal apontando para fora 
do cubo. 
Solução 


> 3 23 3 > > > > 
ff F-n as= || F -m as + ff F -m ds +...+ || F - n dS 


R = Å- Ios 
onde O, O, ... O são as faces do cubo e ny. m, n3,..., ng 5%, 


respectivamente, as normais a estas faces que apontam para fora do cubo. 


> > > > > > — — > > > 
no? Ram E. a a A em i 
Temos: 
Xx =u 
or:ly=v (u, v) E K; doy dO MS 
du dy 
z=1 


onde K é o quadrado 0O<u<1,0<v<1l. 


1 


E Ei É day y So 


du dv 


— 


) du dv = ff du dv 
K 


>> > 
ff F -n; as = || (u2 i 
dj] K 


ou seja, 
> > 
f] rmas=1 
a. 
*— yu 
— 
07:1y=1 (u, v) E K; 27 ADO 5 
BD j ðu ðv 


re do? A do? 


> > ME > 
Í F -m ds=[[ @? i - j + s 
O2 K 


du dy = — fÍ du dv, 
K 


ðu ðv 


ou seja, 


>> 
fÍ F -m dS=-1. 
né 


Deixamos a seu cargo verificar que: 


> >> >> > > 
ff Fm ds=-1, ÍÍ F -n4 ds=1, |Í F -n dS =0 ef F - n dS=1. 
os O4 Us Tg 


Portanto, 


> > 
f] F-n as=1-1-1+1+0+1=1. A 
o 


EXEMPLO 5. SejaBocubo0<x<1,0<y<1,0<z< 1 e sejam F e o como 
— 5 > 

no exemplo anterior. Verifique que ff div F dx dy dz = ff F» ndS 

B i o 


Solução 


f f |, div F dx dy dz = Pf), 2 dx dy dz = JLS 2x ax | dy dz = ff, dy dz 


onde A é o retângulo 0 < y < 1, 0 < z < 1. Assim, 


fff aiv F dx dy dz =1. 


=> > 
De acordo com o exemplo anterior ff F - n dS = 1. Portanto, 
o 


p> > 


II, A fi F - n dS. a 
o 


EXEMPLO 6. Seja 


— — = 
o. q A E 
A sa a" E ? 
Err TE yx? + y? + 22 


o campo elétrico criado por uma carga q localizada na origem. Calcule o fluxo 
— z Z e Z o . . 
de p através da superfície esférica de raio r e centrada na origem, com normal 


E apontando para fora da esfera. 
Solução 


.> > 
Queremos calcular fi E - n ds. onde ø é a superfície esférica de centro na 


7 > > >» 
: : EP TERA FER 
origem e raio r e St =. Temos: 
E Y e) 2 
y x4 + y” + 7í 
— — q 
E (xyz) n (x,y, 2) = = 


E SE? 
RL Sl F 


pois (x, y, z) varia na superfície esférica de centro na origem e raio r. Daí, 


o OT e q q 
fÍ E - n ds= [| Sás=S || ds. 
o “o g 5 o 


Como || dS = 47r? = área da superfície esférica, resulta 
o 


q «4gr? = 474. 
r? 


Observe que o fluxo de Es através de o não depende do raio da superfície 
esférica 0. 


Exercícios 10.1 


(Para evitar repetição, ficará subentendido que a normal “7 que ocorre em 


> > 
|| F - n dS será sempre unitária.) Sejam B [(x, y, z) € R' | x>0,y>0e0<z 
o 


< 1 -x - y), d a fronteira de Be F (xy z)=x Fi PY F: +z k- Verifique que 


> > > 
ff F + n dS= [fp div F dx dy dz 
o 
onde ~? é a normal que aponta para fora de B. 


2. Seja o (u, v) = (u, v, 4- u? - v°), U? + v? < 1, o cosh e 3); 
0 < t < 27. Considere o campo vetorial F (xy z) = 7 HA+y+2 Fá 

a) Desenhe as imagens de e de T. 

b) Verifique que 


>> > 
ff aF as = f F-d 
o F 


do do 


du dv 
do pe do | 


onde E é a normal 


ðu dv 


. Seja Bo cilindro x + y° < 1 e 0 < z < 1; seja o a fronteira de B. Verifique 


>> e > 
que j) F - n ds=| f Í div F dx dy dz 
o B 


onde + Fi a normal a ø que aponta para 
F (xy 7) = i p p 


fora de B. 


sl 


. Seja B = {(x, y, z) ER | x? + y? < 1 ex? + y° +z’ <4} e seja a fronteira 
D > > é — 
de B. Verifique que j) F-ndS= ff ý div F dx dy dz 


22. > e 
k € 


d —> 
años FEI- W i- yg +2 


de B. 


Es a normal que aponta para fora 


. Considere o cilindro B = {(x, y, z) € R? | x° +y? <1,0<z< 1) e seja 
— 


TA E de classe C! num aberto contendo B. Verifique que 
>> ER 
lj) F - n dS = ff div F dx dy dz 
fia B r 


onde o é a fronteira de B com normal E apontando para fora de B. 


; ee o cilindro E = [(% y, Z) a R?|x+y<1,0<z< 1) e seja 


e sd É nin d 


de classe C! num aberto contendo B. Verifique que 


> > E > 
ff F - n dS = ff div F dx dy dz 
a B 


onde é a fronteira de B com normal , E ; apontando para fora de B. 


(Sugestão: Trabalhe com a cadeia o = (0,, 05, 05), onde o; (u, v) = (u, v, 
0) u? +v’ <1; 

o, (u, v) = (u, v, 1), u? + v? < 1; 

0% (u, v) = (cos u, sen u, v), 0<u<2m,0<v<1.) 


. Considere o cilindro B = {(x, y, z) E R? | x? +y? <1,0<z< 1} e seja 


— — — > 
FGyoI3=PG y i+006yD) J TREJD k 


de classe C! num aberto contendo B. Verifique que 


> > > 
ff F-n as=fff div F dx dy dz 
g 


onde o é a fronteira de B com normal E apontando para fora de B. 
(Sugestáo: Utilize os Exercícios 5 e 6.) 


. Seja o: K > R’ de classe C! em K, injetora e regular no interior de K, 


onde K é um a com fronteira de conteúdo nulo. Seja 


— — - > 
F=P i +05 RE contínuo em Im o. Seja , 


do 


a normal 


du dv 


Ez do , ðo E 
du dv 
Mostre que 


>> PRE: amo id 
A F-nds= MG 0(y, 2) TD av 
ð (u, V) ð (u, V) ð (U, V) 
onde P, Q e R são calculadas em o (u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)). 


. Sejam o (u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)), (u, v) € K, e 


— > — — o . a 
F =P i +Q j +R k “omo no exercício anterior. A notação 


f f P dy ^ dz + Q dz ^ dx + R dx ^ dy 


é usada para representar a integral 


) (Y. 7) d (zZ, x) 9 (x, y) 
ff pinn pps + ROED | dud. 
K o (u, v) o (u. v) o (u, v) 


Assim, 


d(z, x) 


ff P dy N dz + Q dz ^ dx + R dx ^ dy = || [PLD pin, 
o K 


ð (u, v) ð (u, v) 


PLx. Z) 
+ R — du dv, 


A (u, V) 


onde P, Q e R são calculados em ø (u, v). (Para lembrar a relação acima, 
basta observar que na passagem do 1.° membro para o 2.° fizemos 


ð (y, 7) 


du 


dy A dz = 


do 


du 
do 


du 


A 


dv etc.) Verifique que 


¿Md + Q dz ^ dx + R dx ^ dy 


E: 


dv 


. 


do 


dv 


b q - : l 
) fÍ F - n d=- ff P dy N dz + Q dz ^ dx + R dx ^ dy 
o o 


ðo a 


du 
do 


A 


onde E é a normal 


du 


10. Seja o a superfície z = 


do 


dv 


do || 


dv 


x, Y), (x, € K, de classe C! num aberto 
f (% y), (% y) 


contendo K . (Observação. Tratase da superfície dada por x = u, y = ve 


— 
n 


z = f (u, v).) Seja 
> > 
F=P i 


a normal a ø com componente z > 0 e seja 
— — ; ; 
+0 j +R k um campo vetorial contínuo na imagem de o. 


Eus BE af G 
Mostre que j) F-n as = [[ —P= (x, y) - Q — (x, y) + R | dx dy 
o K 9x dy 


onde P, Q e R são calculadas em (x, y, f (x, y)). 


11. 
ss = 
u =p v 
superfície x? + y? + z? = 4, z > 


z), tal que 


seja dado por 77? 


Considere um escoamento com velocidade E (x, y, z) e densidade p (x, y, 


— — 


> A 
u =x i+yj-2k: Seja a O 


2, e seja E: a normal com componente z > 


O. Calcule o fluxo de E através de o. (Observe que, neste caso, o fluxo 


12, 


13. 


14. 


tem dimensões MT” (massa por unidade de tempo).) Seja E o campo do 
exercício anterior e seja B = {(x, y, z) E R? | xX +y+7)<4ez>,2). 
> — 
Mostre que |] u- n ds= f f div u dx dy dz 
g B 


onde é a fronteira de B e E a normal unitária apontando para fora de B. 
Interprete. 


Seja o campo do Exercício 11 e seja B a esfera x° +y +27 < 4. 
e => ; L 
Calcule lj) u - n ds onde é a fronteira de B, com normal ,/ apontando 
g 


para fora de B. 
(Sugestão: Utilize coordenadas esféricas.) 


Sejam 0, (u, v), (u, v) € K, e O, (s, ©, (s, t) € K,, duas superfícies de 
classe C! e com imagens iguais; o, e 6, são supostas injetoras e regulares 


nos interiores de K, e K,, respectivamente. Seja y : K, > K, uma 
a = s (u, v) 

transformação dada por q : < 
li = f (u, v) 


e que satisfaz as condições do teorema de mudança de variáveis na 
integral dupla. Suponhamos que, para todo (u, v) € K, o, (u, v) = 0, (S 


(u, v), t (u, v)). 


Seja F um campo vetorial contínuo na imagem de o, e seja E um campo 
normal unitário ao conjunto Im o = Im o. Prove que 
ff F-n as = ff F - n d5 
o T 
ou seja, o fluxo através do conjunto Im o, não depende da 
parametrização. 
o ii “do da dos , 005) ð (s, t) 
(Sugestão: Utilize a relação — A — = | — A — | ——— do 
ðu ðv LOS dt d (u, v) 
Exercício 19 da Seção 9.3.) 


10.2. TEOREMA DA DIVERGÊNCIA OU DE GAUSS 


Seja B € R? um compacto, com interior não vazio, cuja fronteira coincide 
com a imagem de uma cadeia o = (04, 05, ... Om). Suponhamos que, para cada 


índice i, seja possível escolher uma normal unitária E a gi, com „ apontando 
5 um campo vetorial definido na fronteira de B e que 
— 


. id — b o S é — — — 
coincide com ,, sobre 0, (g). Seja p =P ¡+0 j +R k UM campo 


Ni 
para fora de B. Seja 


vetorial de classe C' num aberto contendo B. Pode ser provado (veja Seção 10.3 
e referências bibliográficas [19] e [15]) que para uma classe bastante ampla de 
conjuntos B, nas condições acima, é válida a relação 


pp => mr é pon 


|| F - n dS= ES F dx dy dz 
o 


conhecida como teorema da divergência ou de Gauss. (Observamos que a todo 
compacto B que ocorrer nesta seção e que satisfaça as condições descritas 
anteriormente, o teorema da divergência se aplica.) Os próximos exemplos 
mostram algumas aplicações do teorema da divergência. Na próxima seção, 
destacaremos uma classe bastante ampla de compactos B para os quais o teorema 
da divergência se verifica. 


EXEMPLO 1. Utilizando o teorema da divergência, transforme a integral de 


> > 

superfície F - n ds numa integral tripla e calcule, onde o é a fronteira do 

p 8 p 
o 


cilindro B = {x y,D)ER|xX+y<1iO<xzã< 1) 
F (œ y. z =x F + y Fi +7 E e , a normal apontando para fora de B. 


Solução 


fÍ F i E ds = 0, div F dx dy dz. 
o 


Temos 


III, dere III, (2 + 22) de dy de= | Je f (2 +22) de db 


onde K é o círculo x° + y” < 1. Portanto, 


a — 
ff div F dx dy dz = 37. 
B 


Segue que 


>> 
ff F- n dS = 3r. 
o 


(Sugerimos ao leitor verificar a igualdade acima, calculando diretamente 
> > 

f| F-n as-)m 
o 


> > — 
i+o j+(5—4yz) k € seja o a 


e a 2 2 | 
superfície x + y” + z^ < 4, z > 0, sendo E a normal a ø com componente z > 0. 


EXEMPLO 2. Seja F (x y, z) = x?y 


Calcule o fluxo de F através de o, na direção =. 
Solução 


Seja Bo compacto x° + y” + 7° < 4, z 2 0. Seja, a superfície o, (u, v) = (u, v, 
0), u +v <4. 


A fronteira de B coincide, entáo, com a imagem da cadeia (o, 0,). Pelo teorema 


. >> > >» ' > 
da divergência, f Foa ds+ ff F-(-kds= fff «iv F dx dy dz. 
o; 


o 


Como div F = 0, resulta 


> > >> 
Ir: E ds= || F - k ds 
o o, 


ou seja, o fluxo de F através de o, na direção E. é igual ao fluxo de F através 


né > > 
de o , na direção k - Temos fÍ F > k dS= ffs — 4xyz) ds. 
1 Dı o 


Mas, (x, y, z) € Im, > z = 0. Daí 


jr ds lis ds = 207. 


Portanto, 


[fF Mo ias 


o 


> 3 
(Sugerimos ao leitor calcular diretamente Í Í F-n d5.) 
g 


Seja B € R’ um compacto para o qual vale o teorema da divergência e seja o 


E apontando para fora de B. Pelo teorema da 

i o > o er > 

divergência teremos (7) || F-ndS= || div F dx dy dz 
o B 


a fronteira de B, com normal 


para todo campo vetorial P =p Fi +0 Fi +R T de classe C' num aberto Q 
contendo B. Entretanto, se F for de classe C! em Q e se B não estiver contido 
em Q, a relação ® não terá nenhuma obrigação de se verificar. Veja parte b do 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 3. Seja 


— 


| i 
E (x, y, z) = z . 


N 


EE PP E É 
wF y +Z y 12 de 


onde q é uma constante náo nula. 


a) Calcule div z 


b) Calcule o fluxo de É através da superfície esférica x° + y” + z* = 1, com 


normal ~% apontando para fora da esfera x + y° + z° < 1. 


c) Calcule o fluxo de É através da superfície esférica x° + y + (z — 2) = 1, com 


normal ~% apontando para fora da esfera x° + y" + (z - 2} < 1. 


d) Calcule o fluxo de E através da fronteira do cubo -2<x<2,-2<y<2,-2 


<z<2, com normal 5 apontando para fora do cubo. 
Solução 
a) div = = 0 (verifique). 


b) Es é de classe C* Q em = R? £(0, 0, 0)); seja o a superfície esférica x + y” + z? 
= 1 e seja Ba esfera x° + y” + 7° < 1. Então, o é a fronteira de B. Como B não está 
contido em Q, não podemos aplicar o teorema da divergência no cálculo da 


> > 
integral || E - n dS; tal integral deve ser calculada diretamente. Segue do 
o 


Exemplo 6 da seção anterior que 


—> ad — 
f] E + n dS = 473. Observe que fff aiv E dx dy dz =0. 
o B 


c) Seja o, a superfície esférica x? + y? + (2-2) = 1 e seja B' a esfera x? + y? + (z 
- 2) < 1. Assim, o, é a fronteira de B,. Como B; está contido em Q = R°? — ((0, 


O, 0), segue que o teorema da divergência se aplica. Então, 
> e 
|| E-n ds = ||| div E dx dy dz =0. 

o; B, 


d) Seja o, a fronteira do cubo -2 < x < 2, -2 < y < 2 e -2 < z < 2. Tem-se 
> > 
Í] E ;: m dS = 4xq 
Oz 
onde y, é a normal a o, apontando para fora do cubo. Verifique. 
(Sugestáo: Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que (x, y, z) pertence ao cubo, 
com x° + y” + z > 1; divida B em duas partes e aplique o teorema da divergência 
em cada uma delas e, em seguida, utilize o item b.) E 


EXEMPLO 4. (Novamente a equação da continuidade.) Imaginemos um 
escoamento num aberto Q de R’, com velocidade = (x, y, Z, t) no ponto (x, y, Z) 
e no instante t, com t num intervalo aberto J; E: é suposta de classe C'. Seja p (x, 
y, Z, t) a densidade no ponto (x, y, z) e no instante t. Seja B C Q um compacto ao 
qual o teorema da divergência se aplica. Temos: M (t) = IR (x, y, 2, t) dx dy dz 


onde M O é a massa do fluido que ocupa a região B no instante t. Como é de 
= |||, 4 al (x, y, Z, t) dx dy dz 


que é a a de variação, no instante t, da massa M = M (t) que ocupa a região B. 
Es apontando para fora de B. Temos: 
_ Jdiferenga entre a massa que sai e a que entra em 
evo n dS = B BEE PSAT 
o |B, por unidade de tempo, e no instante t. 


Seja o a fronteira de B, com normal 
> > 


Se a massa dentro de B está aumentando é | porque 
. > > 
— (t)>=0e || to v): ndS=0; se a massa está diminuindo é porque 
o 
— 
— (1)=0€e fji (pv): n dS = 0. Tendo em vista o “princípio da conservação 


da massa” e supondo que em Q não haja fontes e nem sorvedouros de massa, é 
razoável esperar que se tenha 


e, HI E dy dz = - ff TE v):n n ds 


B dt 


que é a equação da continuidade na forma integral. Pelo teorema da divergência 


O) j) no die ES ita 
o 


para cada t € I. De O e O resulta 


© AE E + divo) |dedyde=0 
dt 


Pelo fato de O) se verificar para toda esfera contida em Q e da continuidade do 
integrando resulta 


ð 


p — 
tdv v)=0 
j 


C 


que é a equação da continuidade na forma diferencial, equação esta já obtida na 
Seção 1.4. (Veja no Apêndice 3 como se chega a O sem utilizar a palavra 
razoável.) m 


EXEMPLO 5. (Interpretação para o divergente.) Seja F um campo vetorial de 
classe C! num aberto Q C R° e seja P € Q. Seja B C Q um compacto ao qual o 
teorema da divergência se aplica, com P E B. Seja o a fronteira de B, com 


normal E apontando para fora de B. Pelo teorema da divergência, 


fff aiv Fii [fF E 
o 


Sendo F de classe Ct, div F é contínua em Q; assim, dado € > 0, existe 8 > 0, 
tal que || X - P || < & = | div F (X) - div F (P) |< €. 


Como (vol B = volume de B) 


— e NE. e Es 
div F (P) - vol B— HI div F dx dy dz|= fif div F (P) dx dy dz 
B B 


a — 
g fff, «iv F (X) dx dy dz 


“II, 


para todo B C Q, com P € Be diám B < ô. (Observação: diám B = diâmetro de 
B = maior de todas as distâncias entre dois pontos quaisquer de B.) Segue que 


A — $ 
à IRES F (P)—div F (X)] dx dy dz 


— — 
div F (P) — div F (X)| dx dy dz < € vol B 


Pf, «iv F dx dy dz 


vol B 


— 
div F (P)- <e 


App > 
po F dx dy dz 


sempre que P € Be diám B < 6. Diremos, então, que ||] tende a 


“> ; F > > 
div p (P), quando B se contrai a P. Como ff Í div F dx dy dz = fi F:nds 
B i o 
> > 
resulta que JJ, F> n dS tende a div F (P), quando B se contrai a P. Assim, a 
vol B 
divergência de F em P é um fluxo por unidade de volume em P. 


Se B tem diâmetro suficientemente pequeno 


AD —> 
2N || F-n ds 
div F (P) = 2 
vol B 
ou 
a — — — 


| F - n dS = div F (P)- vol B 


o 


isto é, se diâmetro de B for suficientemente pequeno e se P € B, então o fluxo de 
F através da fronteira o de B será aproximadamente div F (P) - vol (B), sendo 
a aproximação tanto melhor quanto menor for o diâmetro de B. 


Exercícios 10.2 


1. Seja f um campo vetorial de classe C? num aberto 2 C R° e seja B C Q 


um compacto ao qual o teorema da divergência se aplica. Seja o a 
— 


fronteira de B, com normal E 


> > 
ff rot u - n ds. 
g 


apontando para fora de B. Calcule 


2. Seja F (% y, 2) = (x+y +2) E e seja o a fronteira do cilindro x° + y” < 4 


e Ea ato e A 
e0< z< 3. Calcule fi F - n dS onde néa normal exterior, isto é, a É 
g 


a normal que aponta para fora do cilindro. 


3. Seja ; eu F +y j +Z ri e seja B um compacto ao qual o teorema da 


> > 
divergência se aplica. Prove vol B = A | -ndS 


onde o é a fronteira de B com normal exterior Es 
FE A = 3 1 E A > 2 2 
4 Seja F(xy)=y i +z j + ( z- y? -— az ] k esejao asuperfíciex +y +7 =1, 
9 


> > > 
z= 0, sendo n a normal com componente z = 0. Calcule ff F - n ds. 
g 


(Sugestão: Aplique o teorema da divergência tomando para B o conjunto 
x +y +z <1, z 20. Cuidado, o não é a fronteira de B. Veja o Exemplo 
5. 2 desta seção.) Seja” um campo vetorial de classe C' no aberto Q = R’ 
— {(0, 0, 0), (1,1, D} e tal que div Es = 0 em Q. Sejam o, e o, superfícies 
esféricas de centros (0, 0, 0) e (1, 1, 1), respectivamente, e raios iguais a 


1 . . > > : = es 
7 com normais exteriores nį e no: Seja 0, uma superfície esférica de 


a ; i => 
a na A e ralo 5, com ta exterior na: Prove que 
if v o dS = if» vV- ni, dS+ ff, > vn o ds. 

O3 cı 


6. Seja 7? um campo vetorial de classe C! num aberto Q de Rº, com div? 
= 0 em Q. Seja B C Q um compacto em forma de “tubo” (veja Hera ao 
qual o teorema da divergência se aplica. Sejam o, e 0, as secções 
transversais, com normais mi apontando para fora e n apontando para 
dentro de B. Suponha que”? * seja tangente à superfície lateral do tubo. 


10. 


11. 


Prove: ff» v M dS = ji > vem a; ds. 
A 


>> . . ea 
Calcule f f u - n ds. sendo a fronteira de B com normal exterior 


n’ 
sendo 
À — — SS ,> 
dAB=(xy3ERTI0O=<x=1,0=<y=<xe0=<72=<4)e u =x i +yz j +7 k 
— > ,> — 
b) B = {@, y, ) E R? l2 +y +z <lez? =x +yhe u =—2xy i +y j +32 k 
— — O 
c)B = (xy Jer Le, + y RE <ljeu =x i PRI EF E 
” > =, 
B=(xgy)cRIt+y<ix+y<z<5-x-y Ie 
— > 355 — 
u dy i ——y Jj+tzk 
2 
e) B é o paralelepípedo 
— a a a 
0O<x<l,))O<y<le0O<sz<leu =x i +y j +7 L 


Seja o o gráfico de f (x, y) = x? + y”, x? + y? < 1, e seja y a normal a o 


com componente Z bs 0. 
> 5 > > > 
Seja F (xy)D=xy i — xy? j + k. Calcule Sí. F. n ds. 


Seja Q um ps de R° e seja um campo vetorial de classe C! em Q. 
— 
Suponha que ip a u-n ds=0 


para toda esférica 0, com normal exterior Ef contida em Q. 
Prove, entáo, que | y é solenoidal, isto é, div", = 0 em O. 


. — . ro LAR 
Sejam p =x7 +) jtz E er=|| E ||. Seja o uma superfície esférica, 
> 5 


com normal exterior f f Fa 


o r? 


Sejam f, g : Q C R? > R de classe C? no aberto Q. Seja B C Q uma 


esfera e seja o a fronteira de B, com normal exterior ed Prove 


dS = Ea g dx dy dz. 


a) > 
» fs 


Cc) ff f a 


ðn 


TA = [f V?e +V f- V g] dx dy dz. (Veja Exercício 9c da Seção 1.4.) 
B 


dS = III, [fV2F+IVfIÊ] dx dy dz. 


12. a) Sejam |, 7? e”? dois campos vetoriais de classe C' em RÌ; ia B uma 


esfera com fronte o e normal exterior 7 į - Suponha que rot” = rot E, 
div a div”. Suponha, ainda, que 7? >. >= vm sobre E TE que 
>= em B. 


u 


(Sugestão: Observe que existe f : R? > R tal que Vf="" -77 e utilize o 
b) item c do exercício Su Utilizando a, prove pai n no máximo 

um campo vetorial ”” satisfazendo as condições rot `? o em R?, div 
g- pembeg q > = g, sobre o, onde 7? : R? > R?, T B > Rego: 
Imo > Rsão ada 


10.3. TEOREMA DA DIVERGÊNCIA: CONTINUAÇÃO 


O objetivo desta seção é verificar o teorema da divergência para alguns 
conjuntos B. Faremos isto através de exemplos. 


EXEMPLO 1. (Teorema da divergência para pus ) Seja Bo 
paralelepípedo a, <x<b,a,<y<b,ea,<z<b, Seja È F - =P;+Q Fi +RẸ 
um campo vetorial de classe C! num aberto contendo B e seja o a fronteira de B, 


com normal E apontando para fora de B. Então 
>> > 
| F-nas= Si div F dx dy dz. 

o B 


Solução 


n =F 
' 
— -> 
L À n,=-K 
1 1 
1 E] 
I 1 1 
I ' 1 
1 
1 1 1 
i 1 i ' 1 
i 1 1 de 1 
i 1 ' 2,0, 1 b, 
I 
! i i 
1 I 1 
I 
I 
I 
I 
I 
rr den 
Sejam 0, e 0, as faces: 
RM x u 
Oj4V=V € oo:jy=v (u, v) E K}, 
z= b3 z= 43 
onde as e O S ¿E < x < b, a < y < b, Temos 


jj, F F - Aa dS = RACE is Jf uv, bs) du dy; 


>> > > 
j) F -m dS = ff F (u, v, a3) (— k ) du dv =Í —R (u, v, az) du dv. 
0, K, K, 


Por outro lado, 


1), - Eds dy a= |f. ia Za [da da= |) [R (x, y, b3) — R (x, y, a3)] dx dy. 


Daí, 


> > > > é ƏR 
fi F -m dS + fi F -m dS = HI dx dy dz. 
0, O, B dz 


e 


Procedendo-se de forma análoga com as outras faces, conclui-se que 


>> > 
ff Fin as = ||| div F dx dy dz. já 
o B 


O próximo exemplo mostra que o teorema da divergência verifica-se para 
todo compacto B que pode ser decomposto em um número finito de 
paralelepípedos. 


EXEMPLO 2. Sejam os paralelepípedos 


B, = {(x, y, z) E R? | a, < x < b,, a, < y < b, a; < Z < ba) 


B? = {(x, y, z) € R? | a, < x < b4, b,< y < Ba, az < Z < Ba) 
onde p, < b, Seja B = B, C B, e seja o a fronteira de B, com normal E 


apontando para fora de B. Seja F =P7+0Q j +R E um campo vetorial de 


1 = é p => 
classe C num aberto contendo B. Mostre que fÍ F-nads= ffi div F dx dy dz. 
o B f 


Solução 


Seja 0, a fronteira de B,, com normal n apontando para fora de B,. Pelo 
teorema da divergência para paralelepípedos, tem-se: 


— — ' — 
-m dS = ff] div F dx dy dz. 
B 


lr 
o 
Seja o, a fronteira de B,, com normal p, apontando para fora de B,. Tem-se: 
> > e -> E 
ff E II div F dx dy dz. 
O3 B, 


Consideremos a face hachurada HIJL. Como 


> > >> i 
ff F-m dS+ ff F - m dS =0 (Por quê?) 
HIJL HIJL 


resulta 
— — > so >o o 
f| Fon as = | F -m dS+ || F -m ds. 
o 0, Tz 
Portanto, 
> > — 
fÍ F-n as= ||| div F dx dy dz 
o B 
pois 


> > > 
fif BeF deis HI > E E HI ad dede 
B B, B; 


EXEMPLO 3. (Teorema da divergência para tetraedro.) Seja B o tetraedro ax + 
by+cz<d,x>0, y > 0 ez > 0, onde a, b, c e d são reais estritamente positivos 
ecos Seja F E =P;+Q j +R E de classe C! num aberto contendo B. Então 


> 
f | F. Há ff div F dx dy dz 
B 


onde o é a fronteira de B, com normal z apontando para fora de B. 


Solução 


Pi +cz=d 


ex+ca=d—— 


sejam 0, 05, gs e o, as faces OMN, ONJ, OMJ e MNJ, respectivamente. 
> — 


Sejam mo ny E e my às normais às faces acima. Temos: 
> > >» 

E a Rs: E ai FOITEK 

m=>km=>—i m=—j O e e 


Ja? +b + e? 


Temos, também: 


CjI4V=V (u, v) E K}, 
z=0 
=D 

72 :4yY=U (u, v) E K,, 
z=} 
x=u 

o3:4y=0 (u, v) E K3, 
z=} 

e 
x=u 
PER i (u, v) E K} 


7 P T 
c 


onde K,, K, e K, são, respectivamente, os triângulos OMN, ONJ e OMJ. Para a 
face MNJ podemos, também, considerar as  parametrizações 


x=u 
1 

T5 :1iy= E (d — au — cv) (u, v) € K3 
Z= 


AE 
a 


T6 : y=u (u, v) € Ka. 


(Veja Exercício 14 da Seção 10.1.) 


Temos: 
fÍ Fop ds = [[(P i)» n as+ |] (Qj) n as + || (Rk)- E ds. 
=» q o o 


Vamos mostrar que 


e Y ðR 
D ff (Rk)-n as= ||| dde 
o B dz ` 

Temos: 

1 

—(d—ax—by) j 
o (Lada j| E eua 

B dz K, | 0 dz 


-Ji 


E (x, y, a (d — ax — by)) — R (x, y, o | dx dy. 
À c 


Por outro lado, 


> > — — > > 
6) ff (Rk)-n as = |] (RE) y ds + || (RE): na ds 
o 5 T4 
=-/] R (u, v, 0) du dy + || R (u, sb du dv. 
K| K, c 


De Q e Q resulta ®. Deixamos a seu cargo verificar que 


O) ff (Oj) n ds= ff |, E deite 
dq ) 


dy 


SS E 


(5) ff i): n dS= II), o dx dy dz. 


(Sugestão: Em ® trabalhe com a parametrizacáo 0; e em O com os.) 


De O, O e O resulta o que queríamos provar. 
HE 


Fica a seu cargo pensar na demonstração do teorema da divergência para o 
caso em que B pode ser decomposto, por meio de secções planas, em um número 
finito de paralelepípedos e tetraedros. (Você pode admitir o teorema da 
divergência para um tetraedro qualquer.) Nosso objetivo, a seguir, é destacar 
uma classe bastante ampla de compactos B para os quais o teorema da 
divergência se verifica. 

Sejam 


z= f (x, y), X, y) € 9, 


y =g (xX, Z), (x, Z) € O,, 


x =h (y, 2), (y, 2) € O, 


funções de classe C* nos abertos Q,, Q, e Q}. Consideremos as parametrizações 


f =u 
(1) y =v (u, v) E Q}, 


(u, v) E M 


[ 
dos gráficos das funções acima: (II) | y= g (u, v) 


= y 


f = h (u, v) 
MD ly = (u, v) E DM. 


p 
N al 
II | 
- — 
-~ 


Seja B C R? um conjunto compacto. Dizemos que B é um compacto de 
Gauss se sua fronteira puder ser decomposta em duas partes F, e F; satisfazendo 
i)as seguintes condições: F, é um conjunto fechado contido na reunião de um 
número finito de imagens de curvas de classe C! definidas em intervalos [a, b]; 
li)para cada ponto X € F, existe uma bola aberta V de centro X tal que a 
interseção F; N V admite uma parametrização de um dos tipos (1), (IT) ou (ID); 
além disso, se tal parametrização for, por exemplo, do tipo (I) deveremos ter: 
“para todo (x,y, z) € pn V,z<f(x y)” 


ou 
“para todo (x, y, z) € pn V, z> f(x,y)” 


Esta última condição significa que p N V está de um mesmo lado de F, N V. 
(Lembrese de que p indica o conjunto dos pontos interiores de B.) Pode ser 
provado (veja referência bibliográfica [15]) que o teorema da divergência se 
verifica para todo compacto de Gauss. 

Por exemplo, todo tetraedro B é um compacto de Gauss. Neste caso, F, é a 
reunião das arestas e F; a reunião das faces menos F,. Cada “pedacinho” de F; 


admite uma parametrização de um dos tipos (1), (IT) ou (IT). A condição de estar 
de um mesmo lado fica a seu cargo verificar. 

Cones, esferas, cilindros, pirâmides são outros exemplos de compactos de 
Gauss. (Verifique.) 
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TEOREMA DE STOKES NO ESPAÇO 


11.1. TEOREMA DE STOKES NO ESPAÇO 


Seja o: K > R? uma porção de superfície regular; isto significa que K é um 
compacto com fronteira Cc! por partes, A é injetora e de classe C' em K e, para 
todo (u, v) € K, Eu v) / 


ðu ðv 


Ti v) + ES 


(Dizer que K é um compacto com fronteira C! por partes significa que o interior 
é não vazio e que a sua fronteira é imagem de uma curva simples, fechada e C' 
por partes.) Seja y : [a, b] > R° uma curva simples, fechada, C' por partes, cuja 
imagem é a fronteira de K. Consideremos, agora, a curva F : [a, b] > R’ dada 
porT (t) = o (y(t)), t € la, b]. 


Como q é injetora e de classe C*, resulta que T é, também, fechada, simples e C! 


por partes. Dizemos que T é uma curva fronteira de o. Se y estiver orientada no 
do , do 
> E IN 
sentido anti-horário e se n for a normal + então referir-nos-emos a 


A 
AN 
— A — 


du dv 
T como curva fronteira de o orientada positivamente em relação a z 


EXEMPLO 1. Seja o dada por x = u, y = v, z = f (u, v), (u, v) € K, com f de 


classe C! num aberto contendo K. Tem-se 
= = => 
E g k 
2 3 > > > 
du dv du ðu ðv 
o 1 2 
dv 
do do 
od MM 
Assim, a normal n =y; aponta para cima. 
| do ndo 


Y E 


EXEMPLO 2. Seja o dada por x = cos uy=senuez=v,0<u<%e0<v<1. 


Temos 
> > 
do JA do = cosu i +sen u j (verifique). 
ðu ðv 
Segue que 
do , do 
Ng E AE. 
n=7U OSOa=cosui+senu j 
ELSA a 


T (t) = 


o (0,1-t), 0O<t<l, 
onde 
o (t, 0) = (cos t, sen t, 0), 0 = t = Sê 
o(5.1) =(0,1,0,0<1<1; 


o[T=1,1)=(sent.cos1, 1,051 = = 


o(0,1-9)=(1,0,1-1,0<t=<l. E 


Teorema de Stokes. Seja o : K > R? uma porção de superfície regular 


dada por ø (u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)) onde x = x (u, v), y = y (u, v)e z 
= z (u, v) são supostas de classe C° num aberto contendo K. Seja F =P} + 
Q j +R Pu um campo vetorial de classe C! num aberto que contém Im o. 


E E ep 


Nestas condições, tem-se ] F-dr= || 
r o 


= >» 
(rot F)- n dS 


onde T é uma curva fronteira de o orientada positivamente em relação à 


normal 


do A 


du 


Demonstração 


du 
n TE EE = 
| a á 


do 


dv 
do 


dv 


Como T' é uma curva fronteira de o orientada positivamente em relação à 
normal Es acima, segue que I (t) = o (y (t)), t € la, b], onde y é fechada, simples, 
C! por partes, com imagem igual à fronteira de K e orientada no sentido anti- 
horário. Sendo o dada por x =x (u, v), y = y (u, v) e z = z (u, v) e y (t) = y (t) (u 
(©, v (t)) resulta F (t) = (x (u (t), v (0), y (u (©, v (0), z (u (0), v (t))), t € la, b]. 


Temos: 


>>» = 
ff (rot F)- n as= ff rot F (o (ue) [LAR] du do 
o Á , 


- [| [2-22 ôP OR 2-2) 
À 


dy dz dz dx dx dy 


ô (u, v)? ó(u,v) ð (u, v) 
IR d(y.z IR dz. 
= || (z IO R PA Jau do 
Kit dy d(u,v) dx d(u,v) 


+ ¡(2 á (x,y) 00 00, Jau pa 


dx ð(u,v) dz ð(u,v) 


+j | RA E dv 
K \ oz d(u,v) dy du, v) 


(22 ð (z, x) ð (x, D au de 


onde as derivadas parciais são calculadas no ponto o (u, v) = (x (u, v), y (u, v), Z 
(u, v)) e os determinantes jacobianos no ponto (u, v). Por outro lado, 


> > 
k F-dr = f. P dx + Q dy + R dz. 


Vamos mostrar que 


© A (Sta DOOM ças 


dz d(u, v) dy d(u, v) 
Temos: 
b 
Í P dx = Í P (0 (u (t), v (t)) 28 dt. 
r a dt 


Como 


dx Ox du , dx dv 


dt ðu dt ðv dt 


resulta 


f P dx = Í Peun rr di 
r Y du dv 


Pelo teorema de Green, 
J J; 
2) f. Pax= | E (Pæ q) - A (pro uv) fau av 


Temos 


ðP dx ðP dy oP dz 2 

Ll ro E)- E DOR E E epi v) OX P 
du ox du dy du dz du | dv ds do 

ðP ox ðP ðy aP əz | ax E 
2 (pro(u p= A A o E — + P(o(u, v) > . 
ðu dx dv dy dv dz ðv | du v du 


Como x = x (u, pe y = y (u, v) e z = z (u, v) são supostas de classe C°, vem: 


— P (o (u, v)) ČŽ ) = 2 pon E - 9P dx) OP d (xy) 
u dv dv du oz ð (u, v) öy o (u. v) 


Substituindo em Y, resulta ®. De modo análogo, prova-se que 


© fody- ff, (2560 50500 ) du a 
r K \ dx d(u, v) dz ð (u, v) 
e 
O Rdz= || cn E o UR E SE a 
r Ki dy ð (u,v) dx ð (u,v) 


Somando O, © e O resulta o teorema. 


— 
Quando T' é uma curva fechada é comum referir-se à integral Í F-dr 
r 


como a circulação de F sobre T. O teorema de Stokes conta-nos, então, que a 
circulação dep sobre a fronteira de o, orientada positivamente com relação à 
normal“? é igual ao fluxo do rotacional de `$ através de o. 


Lembrando as notações z dE = As eVA F ca F o teorema de Stokes 
> >» > >’ 
pode ser colocado na forma ff VAF:dS= Í F-dr. 
o F 


> => = >, ca 

EXEMPLO 3. Calcule ff rot F - n dS onde F (x,y, Z2) =y i +(x+y) k, 0 
g 

(u, v) = (u, v, 2 — u? — v°), com u? + v° < 1, sendo 7? a normal apontando para 


cima. 
Solução 


1.° Processo (cálculo direto) 


dx dy dz 


Por outro lado, 


ļ 
ai) 
= 


do do FA E; > 
—A==|1 0 -2ul=2Mi+2j+k 
du dv 
0 1 —2v 
e, assim, 
do do 
y AN 
n= du dv 
do do 
— À — 
du dv 


é a normal apontando para cima, pois a componente de Pu é positiva. Entáo, 
A e a A a do ` 
ff rot F: n dS = IM a e EA E) as dv = ff Qu — 2v — 1) du dv 
o 


du dv 


onde K é o círculo u’ + v < 1. Passando para polares, 


E AR i 2x pl 
ff rot F-n ds = | [27 cos 6 — 2p sen 6 — 1) p dp do 
o 0 


27 (2 2 1 
=Í (F cos 0 sen 6 —— | do 
0 3 3 2 


ou seja, 


> 
ff rot F +: n dS =r. 
g 


2.° Processo (aplicando Stokes) 
Pelo teorema de Stokes, 


>> > > 
f] rot F- n as= Fair. 
o E 


(cos t, sen r) 


x 


T (1) =ø (cos t, sen f) = (cos f, sen t, 1), t E [0, 271]. 


Temos 


> > q — — — — 2x á 
£ F:dr =Í [sent i + (cost + sen t) k ]-[-sent i +oosrjjdr= |, —sen* t dt. 


Como 

2 2 

f” sen? 1 dr == | "(57500821 )dt==" 

0 0 2 2 
resulta 

> > 
ff rot F-n dS =r. E 
o 


EXEMPLO 4. Calcule o fluxo do rotacional de F (y, Z2)=x 7 +y j + XYZ Pu 
através da superfície z =1+x+w+y,x>0,y>=0€ex+ y < 1, com normal a 
apontando para baixo. 


Solução 


= y u=0v=0e u+v<l 


o y 
E ams 


é uma parametrização para a superfície dada. 


> > > 
i j k 
> > > 
do do 0 1 =-i-j+k 


EE Rn ali 


du dv 
0 1 1 


assim, 


— 


. . z ES => 
aponta para cima, pois a componente de E é positiva. Segue que E = np logo, 


> > > > 
lj) rot F-n as=- || rot F + n ds. 
o o 


> > 
Vamos calcular Í Í rot F - n do aplicando Stokes. 
o 


y (0)=(10),0<t<1;y(0=(1-t,0),0<t<1,e ys(0)=(0,1-8),0<t<1. 


Segue que 


T,(09=0(y,(0)=(40,1+8,0<t<1:T,(0=0 (y (0)=(1-8,€2)0<t<1; 
T, (0=0(4(0)=(0,1-£,2-0,0<t<1. 


Entáo, 


la 


IN 


Portanto, 


e daí 


F «dr i(i + k)dt= 


> > A? > > | 
= E 5 

> > A > >) > 

Fedr=[0-0i +"; +20- K]:1,1,0)dr=0; 


> > Ad > | 
Fdr=[ (1-0 j(0-L-Ddt=—— 
0 do 


> > > > 
ff rot F «ny ds=|F-dr = () 
o 5 


|), rot F F dS=0 


Poderíamos ter chegado a este resultado calculando diretamente a integral 
e >> 


J) rot F + n ds. Faça você este cálculo. 
g 


EXEMPLO 5. (Interpretação para o TORA ) Seja F de classe C! no aberto 
Q de Rº e sejam P um pena de Q e 7? um vetor unitário. Seja, agora, um plano 
passando por P e normal a / | Sendo È F de classe C' resulta que rot F: E é 


contínua em a N Q. Assim, dd € > 0 existe ô > O tal que, para todo X € q E o, 
> - > > 
IX- PI< S> lmnt F (X) nmt F (P) nl<e. 


Para toda porção de superfície regular o, passando por P, e com imagem contida 

s — — — — 

ff rot F (X): n dS — rot F (P): n área o 
o 


=||), rot FOO: n dS- [fro F P-n as 
o 
=| ffi 


em a temos: 
> 


[rot F OO - rot (Py: n ds 


"I 


desde que o diâmetro de o seja menor que ô. Segue que 


=> > > 


[rot F (X)— rot F(P)]- dS <€ área o 


A > > 
ff rar.na Ss l<e 
e. — rot F (P): n 
area g 


> 
sempre que P € Im o e diám o < 6. Diremos, então, que J, rot F- n dS onde a 


área O 


=> E . poe = ==» ch $ E 
rot p (P): , quando o se contrai a P. Como || rot F-ndS= jp F:d1 
o 


=> 


onde T' é uma curva fronteira de o orientada positivamente com relação a +, 


> > 
resulta que J aki 
área o 
tende a rot F (P) - 3 quando o se contrai a P. Assim, para diámetro de o 
> > 


ME JF dr 


. . = 
suficientemente pequeno rot F(P): n 


área o 


ou seja: a circulação de F sobre T é aproximadamente o produto da área de o 
pela componente do rotacional de F em P, na direção EA sendo a aproximação 
tanto melhor quanto menor for o diâmetro de o. A componente de rot F (P), na 
direção E, pode, então, ser interpretada como circulação por unidade de área 
no ponto P. 


rot F (P) 


— —a — 
7 área g «[rot F (P): n] = 


IN 


Exercícios 11.1 


ee -> 


— 
1. Utilizando o teorema de Stokes, transforme a integral || rot F- n ds 


o 


numa integral de linha e calcule. 


a) 


P 


+ e 2.2 AE. A 
F (x,y,z) =y k ,0 (lu, v) = (u, v, +v),comu +v = 1,sendo n anormal apontan- 


do para cima. 


> > > — a 

F(yD=y i -x j+5k,o(uv)=(uvl—-u)comuz0,vz0cu+v<l, 
— 

sendo n anormal apontando para cima. 

> > 3 > > 

F œ,y,z) =y i +x j +z k,0(u, v) = (u,v, 24 + v+ 1)comu=0eu+v=<2, 
— 

sendo n anormal apontando para baixo. 

> > a > — 


a 2 

F œ,y,z) =y i + j +z k ,0asuperfíciex” + y"=1,0<7<1ey=>0,sendo n 
a normal com componente y = 0. 

> — a > 

F (xy =x j,casuperfície {(x, y, DPERIO<z<l,x+y/=1,xz0ey=z0)e n 
a normal com componente x positiva. 

> > Eos > 

F (x,y,z) =y i,casuperfíciez=x + y“ comz= l,e n anormal com componente z 
positiva. 

-a = pa f F 2 

F œ, y,z)=y i ,oasuperfíciex" + y" +z” =2,x 
apontando para cima. 
> > 


e 
“+y = lez=0,sendo n anormal 


E Eá > E v a 2 > = = 
FRUYD=-y1 Frej + k,campeafcor ty tz 4 12 zu y3 e 
> 
y= 0, sendo n a normal apontando para cima. 
> > SH] ¿> y2 5 > 


2 2 E 2 

F (x,y,z) =5—y i +x j +z k,oasuperfíciex + — +z =2,7=1,sendo n 
4 

a normal que aponta para cima. 

— > — > 2 => 


F (x,y,z) =y i +x j +xz k ,0asuperfíciez = x+ y + 2ex? + | <1,sendo n 
4 


a normal que aponta para baixo. 


2. Seja F um campo vetorial de classe C' no aberto Q. Sejam o, e O, 


porções de superfícies regulares com fronteiras T} e T, orientadas 


os Roa >. > i 
positivamente com relação às normais p; € y, e€ tais que Im o, e Im o, 


estejam contidas em Q. Suponha, ainda, que I', é obtida de F, por uma 


mudança de parâmetros que conserva a orientação (veja Seção 6.3). 


aa = é aa = a 


Prove Ji rot F -nı dS = J) rot F:no dS ds. 


Ti o 


Interprete. 


. Seja o: K > R° regular no interior de K e injetora em K; suponha que as 
componentes de o, x = x (u, v), y = y (u, v) e z = z (u, v), sejam de classe 
C* num aberto contendo K. Suponha que K tenha a forma abaixo, onde y, 
Ta, b] > R? 


e y, : [a,, b,] > R° são curvas simples, fechadas, C! por partes, sendo y, 
orientada no sentido anti-horário e y, no sentido horário e tais que a 
fronteira de K é igual a Im y, U Im y,. Sejam T; (t) = o(y, (©), t € la,, b4], 
eT, (9 = o (y, (0), t € [a,, bo). 


im o 


Seja F =P E +Q F +R E de classe C! num aberto contendo Im o e seja 


do da 
= ou üi A! 
n =——_—_—— 
as am ||: Prove que 
a, ai 
du ðv 
ba —> —> a —> —> a —> — 
|) rot F-n ds=| F-dr +] F-dr. 
o | r, 


. Seja È (x, y, z) =x 7 +z j + yz Fu e seja o a superfície x) + y” +27” = 


4, com «2 <z<./'3, com normal Es apontando para cima. Utilizando o 
E . a a —> —> 

exercício anterior, calcule || rot F»: n ds. 

o 


Seja F (x, y, z) =x? 7 e seja o a superfíciez=y+4com1<x"+y"<4, 


re. >> 
com normal 7” apontando para baixo. Calcule |) rot F- n ds. 
o 


. Seja F =P;+Q F +R E de classe C! no aberto Rº — {(0, O, 0)}. Seja 

o a fronteira do conjunto K = {(x, y, z) E R? |xX+y-1<z<1-xX- 
2 

y} 


com normal `? apontando para fora de K. Mostre que 


n 
A — 


pro F -n d$=0. 


(Cuidado: O teorema da divergéncia náo se aplica.) 


- Seja o a superfície ((x, y, z) € R*|x"+y"=1,0<z<1) e seja p um 
campo vetorial de classe C' num aberto contendo o. Justifique a 


cs > > > > o > 
afirmação || rot F-n ds= j F-dr É F-dr 
E | 2 


onde T; (t) = (cost, sen t, 0), 0 < t < 27, T, (t) = (cost, — sent, 1), O<t< 


7 a normal apontando para fora do cilindro. 


21, e E 


(Sugestão: Aplique o teorema de Stokes às porções de superfícies 
regulares o, (u, v) = (cos u, sen u, v), O<u<nt,0<v<l, e o, (u, v) = 
. (cos u, sen u, v), T < u < 27, 0 < v < 1.) Seja o a superfície ((x, y, z) E R? 
|x? + y° +z = R?, z > 0} (R > 0) e seja ¿ um campo vetorial de classe C* 

m aberto contendo O. Justifique a afirmacáo 


nu 

>> > > 
ff wra as = | Eds 
o T 


onde T (t) = (R cost, R sen t, 0), 0 < t < 27, e E a normal apontando para 


fora da esfera x° + y" +27 < R’. 
| Sugestão Aplique o teorema de Stokes às porções de superfícies regulares 
poa » 5 2 2 2 
Ty (u, v) = (u, v, RE — ut — vó Ju tv Sr (0<r<R); 
T 
o (p, 0) = (R sen ọ cos 0, R sen ọ sen 9, R cos ¢), 0 = 0 = Tego T 


F 
onde pp = arcsen —: 
R 


Nja 
AA 


Tz (q, 0) = (R sen p cos O, R sen psen 0, R cos p), TE 0 = 2r e py PS 


9. 


10. 


Ti 


ep + Cf a Es = sc E 
Calcule || rot F-n dsonde F(xy2=-y i +x j He ty +t? k,o 
o 


— 


n à normal apontando para fora da 


a superfície x° + y’ + z°=1, z > 0,e 
esfera. 
(Sugestão: Utilize o Exercício 8.) 


Calcule 

ae es > e ad 
|| rot F + n dSonde F (x, y, z) = —————— (y i+xj+7 k) 
a A T 

a superfície x” + y" + z* = 1 e 7% a normal apontando para fora da esfera. 


(Cuidado: O teorema da divergência não se aplica. Por quê? Aplique o 
teorema de Stokes a cada semissuperfície esférica e some.) Calcule 


>> 
J) rot F + n ds, onde ø é a reunião das faces MNJ, OMN e ONJ do 
o 


tetraedro abaixo, E 


DIRA EE 


a normal apontando para fora do tetraedro e F (x, y, 


MNJ é a superfíciex+y+z=1,x>0,y>0ez>0. 


(Sugestáo: Aplique o teorema de Stokes a cada face e conclua que 


> > 
|| rot Fen dS = | F -d ronde T' é a fronteira do triângulo OMJ 
g T 


12. orientada no sentido anti-horário.) O teorema de Stokes estende-se à 


13. 


14. 


faixa de Möbius? Discuta. 


Seja F um campo de classe C! num aberto contendo a fronteira do cubo 
O<x<1,0<y<1e0<z<1. Seja E a normal apontando para fora do 


5 > > 
cubo. Mostre que j) rot F - n ds=0. (Sugestão: Aplique o teorema de 
og 


Stokes a cada face e some.) Seja r > O um real dado e considere a 
superfície o (p, 0) = (r sen ọ cos 0, r sen y sen 90, r cos q) com (ọ, 0) € K, 
onde K é o retângulo O < q < = e 0<0<?2r, no plano o8. (Observe que a 
imagem de o é a semissuperfície esférica x? + y? + z? = rô z > 0.) Seja y a 
fronteira de K orientada no sentido anti-horário. Seja r} dada por T; (t) = 


o(y(0). 


a) Desenhe a imagem de T). 
b) > > ;> > F 1 
Mostre que f. Fare f. F -d r, onde F é de classe C num aberto 
l 
contendo a imagem de ø e I a curva dada por T (t) = (cos t, sen t, 0), O 
<t<27. 


c) Utilizando o teorema de Stokes, conclua que 
ef > > > > 

|| rot F-n as = |. F-dr 
o l 


onde z é a normal que aponta para fora da esfera. 


(Sugestão: Observe que na demonstração do teorema de Stokes não se 
d) utiliza a hipótese de o ser injetora na fronteira de K.) Utilizando b e c, 


: > > > > 
conclua que ff rot F- n ds -i F-dr. 
r 


o 


Apêndice 
1 


TEOREMA DE FUBINI 


A1.1. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR 


Seja o retângulo A = {(x, y) € R? | a < x < b, c < y < d} e seja f(x,y) definida 
e limitada em A. Seja P = {(x;, y;) | i = 0, 1, 2, ...,n ej = 0, 1, 2, ..., m} 


uma partição do retângulo A. Façamos M; = sup {f (x, y) | (x, y) € Aj) 


e 
m; = inf {f (x, y) | x, y) € Aj) 


onde A, é o retângulo xi, < X < X; € Yj SY < y; 
O número 


n m 
S (P) _ y >, Mij Ax; Ay; 
i=1 j=l j i 


denomina-se soma superior de f relativa à partição P. Por outro lado, 
n m 


s(P)= Y 2 Mi; Ax; Ay; 
AAA 
denomina-se soma inferior de f relativa à partição P. 


Tendo em vista que, para todo (r, s;) € Aj, my < f (r, s) < M 


resulta 


n m 
s(P)=< Y Y fr; s;) Ax; Ay; = S (P). 
i=l j=l 


Como M;j é o supremo do conjunto dos números f (x, y), com (x, y) € A; 
resulta que, para todo €, > O dado, existe (7. sj) em A; tal que M; — €, < fî» 5j). 


ij» 


Daí 
M; Ax; Ay; — f(n. 5j) Ax; Ay; < €, Ax; Ay; 


para i = 1, 2 «5 n e j = 1, 2, ..., m. Portanto, 
n m 

| Observe que » 2 €¡ Ax; Ay; = € (b — a) (d — c), onde (b — a) (d — c) é a área do 
i=1j=1 


retângulo A. | 


Nosso objetivo, a seguir, é provar que se f (x, y) for integrável no retángulo 
n m 


A, então ff f(x, y) dxdy= lim 2 2 Mij Axi Ay). 
A A50i;=1; =1 


(Lembre-se de que A é o maior dos números Ax,, Ax», ..., AX, Ayy Ay», ..., 
Aym-) De fato, sendo f (x, y) integrável no retângulo A, dado € > O existe ó > 0 
(com ó dependendo apenas de € e não da escolha de (r, s) em Aj) tal que 
n m 
O) E. + RA sj) Ax; Ay; — ¡[se naca]<s 
=1 J= dE Z 
para toda partição p de A com À < 6. 


Tendo em vista (OD, para toda partição P de A, tem-se 
n m 


© 0<S(P)- 2 2 f(ñ, 5;)Ar Ay; ¡<> 
i=1 ¡=1 
para uma conveniente escolha de (r; sj) em A,. Segue de © e ® que, para toda 


partição P de A, com A < Ô, 


n m 


2 2 Mi Ax; Ay; — ff sa. y) dx dy 


n m 


ME] E E FUE sj) Ax; Ay; 


A P 
n m E 
+12 2 f(n, sj) Ax; Ay; — ff f(x, y) dx dy o ag 
=1j=1 A 2 2 
Portanto, 


n m 
lim 2 2 Mi Ax; Ay; = ff f (x, y) dx dy. 
A>0i=1j=1 A 
Da mesma forma, prova-se que 
n m 


lim 2 2 m; Ax; Ay; = ff f (x, y) dx dy. 
AS50;=1 j= = A 


A1.2. TEOREMA DE FUBINI 


Teorema de Fubini. Se f (x, y) for integrável no retângulo A = ((x, y) € 
b 
R |a <x <b, c< y < d} e se, para todo y € [c, d], Í f(x, y) dx existir 


(como integral de Riemann), então II, f (x, y) dx dy = f f f(x, y de dy. 


Demonstracdo 
Sejam 
PE MERA cu Xia... ED 
uma particáo de [a, b] e 
PC SAS Y NS Yu d 


uma particáo de [c, d]. Sejam 


M; = sup {f (x, y) | xi, < X < X; € Yi, SY < Yj} 


m; = inf {f (x, y) | xi, < X < X; € Yj SY E y¡). 


Para todo (x, y) no retângulo A 
<M, 


ip dado por xi, < X < X; e Yi- € y < y, Mj < f (x, y) 


Xi : 
Daí, para todo y € [y; E y], Mij Ax; = f (x, y) dr S M;; Ax; 
A) X;-1 
Segue que 
n b n 
2 mi Ax; <| f(x,ydx=< Y M; Ax; 
a i=l 


i=l 
ou seja, 


n n 
2 mj Ax, <a (y)=< Y My Ax; 


i=l i=l 


b 
para todo y € [y; , y], onde a (y) = Í f (x, y) dx. Tomando-se y; em [y; , y], j 
-1 j a AA 


=1,2,..., m, vem 


n n i 
2 mi; Ax; | Ay; <a(y;) Ay; S | 2 Mi; Ax; Ja», 
p= I= 
Daí 
n m m n m 

2 2 mjâx; Ays 2 a(yj) Ays 2 2 Mj Ax Ay. 

i=l ¡=1 j=l i=l ¡=1 
Para A > 0, as somas superior e inferior tendem para ffa f (x, y) dx dy; logo, a (y) 
E z d 
é integrável em [c, d] e f a (y) dy = fj, f (x, y) dx dy, 


ou seja, 


d b 
ff, f (x,y) dx dy = Í f fay ax | dy. a 
Cc a 


No próximo apéndice provaremos que se f (x, y) for contínua no retângulo A, 
então f será integrável neste retângulo. Utilizando este resultado e o teorema de 
Fubini, vamos dar uma demonstração bastante simples para o teorema de 
Schwarz (ver Vol. 2). 

Vamos provar que se f (x, y) for de classe C? no aberto Q, então 


Suponhamos, por absurdo, que exista (x, Y) € Q, com 
a? a? 


- - 


(gp) = > 


- (Xp, y ). 
9x097 0» 70 


Para fixar o raciocínio, se de supor 


“2 22 f 
(xo: Yo) — — (xo Yo) > 0. 
dxdy > dvox Ss 
92 f 92 f 
Pela hipótese, — = é contínua em Q. Pelo teorema da conservação do 


dxdy dydX 
sinal e pelo fato de Q ser aberto, existe um retângulo A = f(x, y) € R? |a <x <b, 
c< y <d) p~ em Q e contendo (Xo, Yo) tal que, para todo (x, y) € A, 


g2 2 
Í LN E 92 f (x,y) > 0. 
dxdy dydX 
Daí, 
2 9 
9? 9? 
(1) ff E Lacayo, 
Al dxdy ðyðx 


Pelo teorema de Fubini, 


pe. 32 ad 3 adl 7 ð 
f E dx dy = | p - [la |a= | Lo. Ea, JE 
A dxd y c a dx dy E dv dy 


= f (b, d) — f (b, c) — f (a, d) + f (a, ©). 


Portanto, 


2 
II, EE dx dy = f (b, d) — f (b, c) — f (a, d) + f (a, c). 


dxdy 


De modo análogo, 


[Lao [[12(2)0]a-[[L.0-2 


e, portanto, 


2 
ff EL dy dy = f (b, d) — f (a, d) — f (b, c) + f (a, c). 
A dxdy 


Logo, 


que está em contradição com ®. 


Apêndice 
2 


EXISTÊNCIA DE INTEGRAL DUPLA 


A2.1. PRELIMINARES 


Seja X,, n > 1, uma sequência de pontos do R°. Seja m,, n > 1, uma sequência 
estritamente crescente de números naturais não nulos: 


m<m<..<m,<.. 


n 


A sequência X,,, n > 1, denomina-se subsequéncia da sequência X, dada. 

Seja K C R° um conjunto compacto. Seja X,, n > 1, uma sequência de pontos 
de K. Vamos mostrar, a seguir, que a sequência acima admite uma subsequência 
Xm» N > 1, que converge a um ponto X, € K. 

Como K é compacto, existe um retângulo A que contém K. Dividamos A em 
quatro retângulos. Em pelo menos um destes retângulos caem infinitos termos da 
sequência X,. Seja A, este retângulo e seja Xm o termo de menor índice que 
pertence a A,. Dividamos A, em quatro retângulos iguais. Em pelo menos um 
destes retângulos caem infinitos termos da sequência; seja 4, este retângulo. Seja 
m, o menor número natural do conjunto {n € R | n > m,) tal que Xm, € A,. 
Dividamos A, em quatro retângulos iguais. Em pelo menos um destes retângulos 
caem infinitos termos da sequência; seja A, este retângulo. Seja m, o menor 


natural do conjunto {n € N | n > m,) tal que Xm, € Az. Deixamos a seu cargo 
concluir que a subsequéncia construída desta forma converge a um ponto X, € 
K. (Utilize a propriedade dos intervalos encaixantes — Seção 1.5, Vol. 1, 5.º ed. 
— e observe que, pelo fato de K ser fechado, todo ponto de acumulacáo de K 
pertence a K.) 


Teorema. Seja K C R° um conjunto compacto e seja f: K > R uma 


função. Se f for contínua em K, então, para todo € > O dado, existe ó > O tal 
que, quaisquer que sejam Xe Y em K, 


[X= Y[[<9=|f00-f(M|<e. 


Demonstracdo 


Suponhamos, por absurdo, que exista € > O tal que, para todo ó > 0, existem 
X e Y em K tais que 


[X= Y[[<óe|f(0)EfM|>e. 


Se assim for, para todo natural n > 1 existiráo pontos X, e Y, em K tais que 


l r 
IX —NlI<— e 1fX,) fn)! € 
n 


Pelo que vimos acima, a sequência X, admite uma subsequéncia X,,, n > 1, que 
converge a um ponto X, € K. Como, para todo natural n > 1, 


resulta que a sequência Y,, n > 1, também converge a Xo 


| l | 
Observe que lim m,= +=; logo, lim — =0.| 


Pelo fato de f ser contínua, 
n>+0 n>+x% My ) 


resulta 


lim 1f(Xm,)— fYm)l=0 


n— +% 


que está em contradição com 


I Xm) -f WYm)l > € 


para n> 1. 
E 


Para finalizar a seção, vamos destacar algumas propriedades das somas 
superior e inferior. 

Seja o retângulo A = {(x, y) € R? | a < x < b, c < y < d} e seja f(x,y) definida 
e limitada em A. Sejam P, e P, duas partições quaisquer de A. Deixamos a seu 
cargo verificar que 


O) s (P4) =S(P)). 


(Proceda como na demonstração do corolário da Seção A4.2 — Apêndice 4, 
Vol. 1, 5.* ed.) 
Segue que o conjunto 


(2) {S (P) | Pé partição de A} 
é limitado inferiormente e como é não vazio admite ínfimo L: 
L = inf {S (P) | P é partição de A}. 


Ainda de ® segue que, para toda partição P de A, s (P) é cota inferior do 
conjunto Y. Logo, para toda partição P de A, 


© s (P) S L= 8S (P). 


Para toda partição P de A, temos, também, 


n m 
(4) s(P)= 2 2 Fri Sij) Ax; Ay; < $ (P). 
t = J = 


No que segue, indicaremos por d (P) a maior das diagonais dos retângulos 
A; determinados pela partição P. (Observe que se d (P) > 0, então o maior dos 
lados dos retângulos A, também tenderá a zero.) 
Segue de © e Y que se 
lim  [S(P)—s(P)]=0 
d(P)>0 


entáo f será integrável em A e 


ff f (x, y) dx dy = L. 
A 


A2.2. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA A 
EXISTÊNCIA DE INTEGRAL DUPLA 


Teorema 1. Seja f (x, y) definida e limitada no retângulo 


A={(x,y) E R° ļa<x<b,c<y<d}. 


Seja D o conjunto dos pontos de A em que f é descontínua. Nestas 
condições, se o conteúdo de D for nulo, então f será integrável em A. 


Demonstração 


Tendo em vista a última propriedade da seção anterior, basta provar que 


lim  [S(P)-s(P)]=0 
d(P)=0 


ou seja, que, para todo € > 0, existe ó > 0, tal que 
S(P)-s(P)<€ 


para toda particáo P de A, com d (P) < ó. 


Seja, então, € > O um real dado. Como D tem conteúdo nulo, para todo €, > 0 
dado, existe um número finito de retangulos, com lados paralelos aos eixos 
coordenados, cuja reunião contém D e tal que a soma das áreas é menor que €.. 
Seja E a reunião dos retângulos acima. 


Para cada retângulo acima, consideremos o retângulo obtido deste, 
aumentando cada lado de 20, “ó, de cada lado”: 


-18, 
= 


Tomemos ó, de modo que a soma destes novos retângulos seja menor que 2€,. 
Seja E, a reunião destes novos retângulos; a área de E, é, então, menor que 2€,. 
É claro que D C E C E.. 

Seja B o conjunto de todos os pontos (x, y) E A, com (x, y) não pertencente a 
E. Seja B, a reunião de B com os seus pontos de fronteira. B, é compacto. Os 
retângulos acima (aqueles cuja reunião é E) podem ser escolhidos de modo que 
B, não contenha pontos de D. (Verifique.) Deste modo, B, é compacto e f é 
contínua em B,. Pelo teorema da seção anterior, para todo €, > O dado, existe ô, 
> 0 tal que, quaisquer que sejam X e Y em B,, 


©) IX- Y II< 5, =>1f(X) —- F(V) |< e, 


Seja ó > 0, com ó < min (ó,, ô}. Seja P uma partição qualquer de A, com d 
(P) < ó. (Lembramos que d (P) é a maior das diagonais dos retângulos que a 
partição P determina.) Sejam A,, i = 1, 2, ..., n ej = 1, 2, ..., m, os retângulos 
determinados pela partição P. Como as diagonais destes retângulos são menores 


que ó, segue que os lados são menores que ó,. Deste modo, se A; intercepta E, 
então A, estará contido em E,. Se A, não intercepta E, A, estará contido em B,. 

Seja A a coleção dos pares de índices (i, j) tais que A, intercepta E e seja A, a 
coleção dos pares de índices (i, j) que não pertencem a A. Temos: 


n m 
S (P) — s (P) = z 2 (Mi; — m;) Ax; Ay; 


i=l j 


ou seja, 


© SP-s(PD= X (Mj-m)AxhAy+ X (Mm; Ax; Ay, 


(i j) EA (i JEA 


Se (i, j) € A,, então A, estará contido em B,; como a diagonal de A, é menor 
que ó e, portanto, menor que ô, resulta, tendo em vista ®, 


Daí 


©) > (Mi > Mi) Ax; Ay; ES (443) 


(i, J)EA, 


onde q é a área de A. 
Como, por hipótese, f é limitada em A, existe M > O tal que, para todo (x, y) 
EA, 


[FG y) | <M. 


Segue que, para todo par (i, j), 


Daí 


E (M;j— m;j) Ax; Ay; < 2MB 


(i j)EA 


onde 8 é a soma das áreas dos retângulos A,, com (i, j) € A. Mas estes 


ij» 
retângulos estão contidos em E,; logo f < 2€,. Portanto, 
(4) 2 (M,; ra mi) Ax; Ay; = 4Me,. 


(i jJEA 
De ©, © e O resulta 
S(P)-s(P) <ae, + 4Me.. 
Basta, agora, tomar €, e €, de modo que we, + 4Me, < €. 


Seja B C R° um conjunto limitado, com fronteira de conteúdo nulo. Seja A 
um retângulo de lados paralelos aos eixos contendo B. Sejam f: B > Reg:A 
> R, sendo g dada por 

| f (x, y) se (x y)EB 
g (x, y) = 
lo se (x, y) É B. 


Tendo em vista a definicáo de integral dupla, f será integrável em B se e somente 
se g for integrável em A. (Verifique.) 

Suponhamos que f seja limitada e contínua em B. Segue que g será limitada 
em A. Além disso, g só poderá ser descontínua em pontos que estejam na 
fronteira de B. De fato, se (x, y) € A náo estiver na fronteira de B, (x, y) ou estará 
no interior de B ou no interior do complementar de B, em ambos os casos g será 
contínua em (x, y). Segue que o conjunto D dos pontos em que g é descontínua 
está contido na fronteira de B; logo, D tem conteúdo nulo. Segue do teorema 
anterior, que g será integrável em A; logo, f será integrável em B. 

Provamos assim o seguinte teorema: 


Teorema 2. Seja B C R° um conjunto limitado e seja f: B > R uma 


função contínua e limitada. Nestas condições, se a fronteira de B tiver 


conteúdo nulo, então f será integrável em B. 


Apêndice 
3 


EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE 


A3.1. PRELIMINARES 


Consideremos um escoamento bidimensional com campo de velocidade 
f — — — 
independente do tempo e dado por y (x, y)=P(x, y) i +Q @, y) j 
onde P e Q são supostas de classe C!. Indiquemos por 
ly = y (f, u, V) 


|x = y (t, u, V) 
D 


a posição, no instante t, da partícula que no instante tọ ocupa a posição (u, v), isto 

| x (tp, u, v)=u 

é, parat=t,() 
0 ly (to, u, v)= v. 


Mi 


(x(t, u, Y), y(t, u, v)) 


E 


instante £, 


Fixados u e v, ® fornece a posição, no instante t, da partícula que no instante 
tọ ocupa a posição (u, v). A velocidade desta partícula no instante t é 


Ea ðX dy 
(x Y) =| ——(£, 4, Y), — (E, 4, v) | 
Ot dt 


Como 
. . EA 
(Xx, y)= v (x, y) 
resulta 
ðX 
— (t, u, v) = P (x (t, u, v), y (t, u, v)) 
ot 
e 
dy 
— (t, u, v) = Q (x (t, u, v), y (t, u, v)). 
dt 
Observe que no instante to tem-se: 
IX 
a (tp, u, v) =P (u, v) 
©) (g 


Jy 
s g (tọ, u, v) = Q (u, v). 
dt 


Admitiremos que as funções que ocorrem em O são de classe C? em R? e 
que, para todo t € R e todo (u, v) €, RI 


du ðv 

(4) + 0. 
dy dy 
du dy 


Tendo em vista ®©, resulta: 


em e Mia )=0 
— (tp. u, v)=1, — (to, u, v)=0, 
du dv 


© 


dy dy 
— (tp, u, v)=0, e — (tọ, u, v)=1. 
du dv 


du i , dv à i i 


dy dy 
— (tp, u, v) — (to. u, v) 
u dv 


Logo, o determinante ® é estritamente positivo para todo t € R e todo (u, v) em 
R°. (Por quê?) Seja g (t, u, v), t E€ R e (u, v) € R? a função dada por 


dx x 
= UA 
du dv 

g (1, u, v) = 
ð y dv 
— (ft, u, v) — (t, u, v) 
du dv 


Vamos mostrar, a seguir, que 


ð ð ð 
= (tp, u, V) = PE (u, v) + é (u, v) 
dt ðX dy 


ou seja, 


ð DEE. 
-3 (to, u, v) = div v (u, v). 


© 


dt 


De fato, 
ð ð í dx Joy ðX ð [| dy 
28 (t, u, v) = 2| —AL 4, yY) | — (t, u, v) + — (t, u, v) — ( -= ERr ) 
dt ðu \ dt dv du ðv \ dt 
d 


ðX dy dx o dy 
—— — (t, u, v) ¡2 (tu v) =— (f, u, v) Li sa (tu, v) ) 
dv \ dt du dv ðu \ dt 


Tendo em vista O), resulta 


” 


08 (4 u, v) = (Zu u v) ) + 3 (Zu u, v) ) 
ei ei ge iai Wha mee 


Segue de © e da relação acima que 


og ð ð 
— (to, u, vV) = — (P (u, Y) + — (O (u, v)). 
dt 0 ) ðu )) dv Q ) 


Como 

L (P (u, v)) = — (u, v) 
e 

= (O (u, v)) = E (u, v) 
resulta 6. 


OBSERVAÇÃO IMPORTANTE. Se o campo de velocidade ES depender, 


também, do tempo t, isto é, se E for da forma 


— — — 
Yv CED- PES i TEED j 
demonstra-se do mesmo modo que 


02 =» 


i (tp, u, v) = div v (to, u, v) 


onde o divergente é calculado em relação às variáveis x e y, isto é, 


Mes ðP ð 
div v (tp, u, v) = — (tq, u,v) + 2Q (tg. 4, v). 
dx dy 


A3.2. INTERPRETAÇÃO PARA O DIVERGENTE 


Sejam 
— — — 
EDN- FPE i TEP 
e 
[x = x (t, u, v) 
(1) J 
ly = y (1, u, v) 


como na seção anterior. Para cada t fixo, O é uma transformação de R° em R’. 
Além das hipóteses da seção anterior, vamos supor que ® é injetora. 

Seja B;, um compacto de R° com interior não vazio e fronteira de conteúdo 
nulo. As partículas do fluido que no instante t, ocupam a região B:, no instante t, 
ocuparáo a região B. 


ma 
y = y (t, u, v) 


Indiquemos por V (t) a área da região ocupada, no instante t, pelas partículas 


que, no instante t , ocupam a região B:. Assim, para todo t € R, V (1) = || “e dy. 
0 0 t 


Fazendo a mudança de variáveis 


i 
b 


e lembrando que o determinante jacobiano é sempre estritamente positivo (veja 


x (t,u, v) 


y (t, u, v) 


dx dx 

m : PE du dv 
seção anterior), obtemos V (t) = || du dv 

Po [dy dy 

du dv 


ou seja, 


V (1) = ff g (t, u, v) du dv 
Bo 


onde g (t, u, v) é a função introduzida na seção anterior. Pelo fato de g ser de 


1 eS y ðg 
classe C resulta V w= ff — (t, u, v) du dv 


lo dt 


e, portanto, 


“so Jo 
V’ (tp) = || hi É (tp, u, v) du dv. 
B 


lo dt 


m —> 
Tendo em vista O da seção anterior, obtemos | V'(19)= Di v (u,v) du dv. 
0 


Como t foi fixado arbitrariamente em R, resulta que, para todo t € R, 


a —% 


V' (1) = fi div v (u, v) du dv. 
B, 


Sejam t, < t,, com t, e t, € R. Seja Bi a região ocupada, no instante t,, pelas 
partículas que, no instante t, ocupam a região Bi. Teremos: 


— 
área de B, > área de B, Se div v (u, v) > 0; 


=> 
área de B, < área de B, sediv v (u,v)<O. 
ta t 


(Verifique.) 


A3.3. EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE 


Consideremos o escoamento bidimensional com campo de velocidade 
> > > 
v(Lxy)=P(Lxy) i +0(6xy9 j 
e com densidade superficial (massa por unidade de área) p (t, x, y), com ve p de 
classe C' em R3. 


Seja 


|x =x (t, u, v) 


ly = y (f, u, V) 
como na Seção A3.1. Como vimos naquela seção, 


AX 
A (t, u, v) = P (t, x (t, u, v), y (t, u, v)) 


dy 
— (t, u, v) = O (t, x (t, u, v), y (t, u, v)). 
dt 


OX 

— (to. u, v) = P (to. u. v) 

E j " 
Parat=t,(1) 


dy 
— (to, u, v) = O (tọ, u, v). 
0 dt 


Como na seção anterior as partículas do fluido que no instante tọ ocupam a 
região Bs, no instante t, ocuparáo a região B.. 
Indiquemos por M (t) a massa de fluido que no instante t ocupa a região B.. 


Assim, para todo t € R, M (t) = f n (t, x, y) dx dy. 
t 


Fazendo a mudança de variáveis 


P = y (t, u, v) 
ly = y (t, u, V) 
obtemos 
dx dx 
du dv 
M (t) = ff p (t, x (t, u, v), y (t, u, v)) du dv. 

Bio dy dy 
du 


Sendo g (t, u, v) a função introduzida na Seção A3.1, resulta 
M (t) = ff p (t, x (t, u, v), y (t, u, v)) g (t, u, v) du dv. 
B, 


Pelo “princípio da conservação da massa” M' (t) = O para todo t. Por outro 
lado, a derivada, em relação a t, do integrando é igual a: 


EEES DRE dO u») [e uu 


+p(tx(t,u,v),y(t,u, v) E a, u,v) 

dp dp a a 
onde A pa e a são calculados em (t, x (t, u, v), y (t, u, v)). Tendo em vista 
©, O e © da Seção A3.1 e O desta seção, resulta para t = t 


— — 
M' (tọ) = =11 ES Vp: v +p div > as dv 


dp . = 
onde EX Vp. v, pediv v são calculados em (t , u, v). 
ot 0 


Deixamos a seu cargo concluir que para todo t e todo (x, y) € R$, 
— 


o| 
© + (t, x, y) + div [p(t, x, y) v (t, x, y)]=0 


onde 


— 
div p v = — (pP) + o (pQ). 


A Equação ®© denomina-se equação da continuidade. 


Apêndice 
4 


TEOREMAS DA FUNÇÃO INVERSA E 
DA FUNÇÃO IMPLÍCITA 


A4.1. FUNÇÃO INVERSA 


Seja F: A C R° > R’ uma função injetora e seja B = ImF. Assim, para cada 
Y € A existe um único X € B tal que F (Y) = X 


Pois bem, a função G, definida em B, dada por 
G(X =YeF(Y)=X 


denomina-se função inversa de F. 

Se F for uma função que admite inversa, então diremos que F é uma função 
inversível. Observe que se F for uma função inversível com inversa G então G 
será, também, inversível, e sua inversa será F. De acordo com a definição acima, 
para todo X € A, temos G (F (X)) = X 


e, para todo X € B, 


F (G(X) =X. 


Consideremos a função F : AC R? > R° dada por F (x, y) = (f(x, y), g (x, 
y)). 


Seja B = F (A). Dizer, então, que F é uma função inversível significa dizer que 
existem duas funções p e q, a valores reais, tais que, para todo (x, y) € A e (u, v) 
ju = f(x, y) E = p(u, v) 

2 
lv = g(x, y) (y = q(u, v) 
Observe, ainda, que, para todo (x, y) € A, 


€ B,- 


|P FT y) 2%, y) =x 


la (f(x, y), g(x, y)) = y 


e, para todo (u, v) € B, 
[f (p(u, v), g (u, v)) =u 
mEn v), q(u, v)) = v. 

Para facilitar a escrita, de agora em diante só trabalharemos com funções de 
duas variáveis reais a valores em R°. Todos os resultados que iremos provar para 
tais funções se estenderão sem nenhuma modificação para funções de n variáveis 
reais a valores em Rr com n >2. 


Seja F : A C R? > R° dada por F (x, y) = (f (x, y), g (x, y)) e tal que fe g 
admitam derivadas parciais em (x, Y) E A A matriz 


of of 
=> (o. Yo) —— (xo, Yo) 
9x dy 


dg dg 
(xo. Yo) — (o. Yo) 
ax 0 YO 2y 0» YO 


denomina-se matriz jacobiana de F em (xo, Yo) e é indicada por JF (Xo yo). 


EXEMPLO 1. Calcule a matriz jacobiana de F (x, y) = (x°, x? + y”) no ponto (x, 
y). 


Solugáo 


JF (x, y) ox és 
g 

— (x — y?) — (a? — y?) 
dy 


? 
3xº 2y - 


EXEMPLO 2. Seja F : A C R? > Rº, A aberto, dada por F (x, y) = (f(x, y), g 
(x, y)), com fe g diferenciáveis em A. Seja B= F (A), B aberto, e suponha que F 
seja inversível com inversa G diferenciável em B. Supondo que a matriz 
jacobiana de F seja inversível em todo (x, y) € A, mostre que a matriz jacobiana 
de G, no ponto (u, v) = F (x, y), é igual a inversa da matriz jacobiana de F 
calculada no ponto (x, y). 


Solução 
Suponhamos G (x y = (p QA y) q QU y). Assim 
ju = f(x, y) |, = p(u, v) 
, sede i 
lv = g(x, y) ly = q(u, v) 


Observe que a matriz jacobiana de G, no ponto (u, v), é 


dx dx dp dp 
e —(u, v) — (u, V) 
n=| du dv || du dv 
C(uW=|5y oy ðq 9q 
o 2 YY A V) 
du dv du dv 


Derivando em relação a u os dois membros de u = f (x, y) obtemos: 
gð OX of. dy 

| = aF (x, y) — + af (x,y) —. 
dx du dy du 


Derivando, agora, em relacáo a v resulta 
ð ðX ð dy 
o= Lay EL y 
ðX dv dy dv 


Derivando em relação a u e depois em relação a v os dois membros de v = g (x, 
J ðX dg y Y 


o 
o= Lay + E 
dx ou dy du 
y), obtemos: e 
d Ox d dy 
| = Es (x, y) — + lt (x, y) —. 
ðX ðv dy dv 


Das identidades acima e tendo em vista o produto de matrizes, segue que 


ð J ; Jx ðX 
SÍ ox, y) IT ix y) cx $ 1 0 
dx dy 190% dv f 
ð o o dy dy 
ZE ix y) ir y) =] 0 l 
dx dy du dv 
e, portanto, 
le el Pros ers | 
pe $e —(x, y) —(x, y) 
du dv ón dy 
Jy 3y |=| 0 dg 
o YY e) ue 
du dv dx dy 


ou seja, 
JG (u, v) = (JF (x, y)” 
onde (x, y) = G (u, v). 
E 


Seja F : Q, C R° > R° diferenciável e inversível no aberto Q, com inversa 
G: Q, C R? > RQ, = F (Q,) aberto. Sejam (xo, Yo) E 2 € (Uo, Vo) = F (Xo Yo). 
Na próxima seção vamos provar que se JF (Xə, Yo) for inversível e se G for 
contínua em (Uo, Vo), então G será diferenciável em (Uo, vo). Observe que este 
resultado é uma extensão daquele que vimos para funções de uma variável real a 
valores reais. (Veja teorema da Seção 8.2 do Vol. 1.) 


A4.2. DIFERENCIABILIDADE DA FUNÇÃO INVERSA 


SejaF:Q, C R? > R° diferenciável e inversível no aberto Q}, com inversa 
G: Q, C R? > R?, Q, = F Q(,) aberto. Seja (Xo, Yo), € (Un, Vo) = F (Xos Yo). Nosso 
objetivo, a seguir, é provar que se a matriz jacobiana JF (Xo, Yo) for inversível e 
se G for contínua em (Uo, Vo), então G será diferenciável em (uo, vo). 

Sejam, então, 


F (x, y) = (f (x, y), g (x, y) e 


G (u, v) = (p (u, v), q (u, v)) e tais que, para todo (x, y) E Q; e (u, v) E Q,, 
ju = f(x, y) E = p(u, v) 
is q 

lv = g(x, y) ly = q(u, v). 


Precisamos provar, então, que existem reais a, b, c e d tais que 


(1) 


| plu, v) = p(up, vo) + a(u — uo) + b (v — vo) + Rı (u, v) 


lata, v) = q (uo, vo) + clu — uy) + d(v — vo) + Ra (u, v) 
com 


lim Ri (u, v) 


— m = TE E 
(u, v) > (uo. vo) (uu, v) — (Up, vo) (i = 1,2). 


(Observe que pelo que vimos na seção anterior deveremos ter 
a b — 
Ê A = (JF (xo, Yo)) É 


Como as funções u = f(x, y) e v = g (x, y) são diferenciáveis em (Xo Yo), temos 


ð ð 
f(x, y) = f (xo, yo) + — (xo. Yo)(X — x0) + — (xo. yo)(y — yo) + Rı (x, y) 
O. Y 


O. 
d 
d 


J 
g(x, y) = 8 (x0, Yo) + Z ao, vo) — x0) + É (x0, yo) — yo) + Ra (x, y) 
OX y 


com 


lim — Ay =p (i = 1,2). 
(1,3) > (xo Yo) I(x, y) — (xo, yo)! 


Fazendo 


0 0 | 
“Lero, yo) FE exo, yo) 
a E =1 5 ) 


8 08 
— (xo, yo) (xo, y 
Sy Z0 YO) ay 90» Yo) 
(Y pode ser colocada na forma matricial 
4 [Fœ y)= f (x0; yo) Xx — XQ | Ry) 
M = +M 
g(x, y) — 8 (x0, yo) y 0 Ro (x, y) 


onde M* é a matriz inversa de M. Fazendo, agora, a mudança de variável 
Hen u= f(x, y) 
e 


lb = q(u, v) v = g(x, y) 
obtemos 
|u — u p(u, v) — p(ug. vo) Ri (u, v) 
© M” = a MU 
Y= vo q(u, v) — q(ug. Vo) Ra (u, v) 
onde 
Ri (u, v) 4 R¡ (p(u, v), q (u, v)) 
== —M | 
Ro (u, v) Ro (p(u, v), q(u, v)) 


Observe que O é exatamente Q) se tomarmos 


a b| at 
HAN 


Vamos provar, então, que 


A +. PS (i= 1,2). 
(u, v) > (ug. Vo) lu, v) — (ug, vo)ll 


Para isto, é suficiente provar que 


(4) lim Ri (plu, v), q(u, v) — 0 (i= 1,2). 
(u, v) => (uo: Vo) lu, v) — (ug, vo)! 


x= p(u, v) 
y = q (u, v) 
e lembrando que p (u, v) e q (u, v) são contínuas e que x, = p (Uo Vo) € Yo = q (Uo, 


Vo) resulta 
TN Ri (p(u, v), q (u, v)) 
(u, v) > (ug. Yo) Iiu, v) — (ug, vo)! 


Fazendo a mudança de variável, 


z lim Ri (x, y) 
y> o Yo) (f(x, y), g(x, y) — (F (x0; Yo). 8x0; YO) 


lim Ri (x, y) . ll(x, y) — (xo, Yo 
(x, y) > (Xo: Yo) lx, y) Es (Xp. yo)! MF (x, y), g(x, yD)— (f (xo. Yo). g(Xo. vo) 
Como já sabemos que 


lim — RO) q 
(x, y) > (Xo: Y0) (x, y) — (x0, Yo) 


para concluir que o limite acima é zero basta mostrar que 


© lx, y) — (xo, yo) 
IFC, y). g(x, y) — (f (xo, Yo). g(xo. Yo II 


é limitada numa bola aberta de centro (Xə Yo). É o que faremos a seguir. 


E < ` 
Inicialmente, observamos que a norma de um vetor coluna | A é igual à do vetor 


H 


Agora podemos continuar. Sabemos que 

f(x, y) — f (xo, yo) x — XQ Ri (x, y) 
© =M + 

8(x, y) — 8(x0, Yo) y= Ro (x, y) 


onde 


(a, B), isto é = İl (a, B) Il. 


Ri (x.y) ] [0 
lim l = , 
tx. y) > Lo, Yo) I(x, y) — (xo, yo) | R, (x. y) 0 


De © segue que 


fp — f(Xo. yo) x—X0 Rı (x, y) 
D > IM = 


g(x, y) — 8(xo, Yo) y 0 Ro (x, y) 


Antes de continuar, faremos mais uma observação. A matriz M é inversível, 
ð ð 
P (xa, yo) E yo) 
x dy 
08 


dg i 
—(X0. yo) —(Xo. yo) 
ðX dy 


del 


z ~ . E se 0 
e uma transformação linear, portanto continua e que so se anula em | ot 


pois é a matriz jacobiana M = 


Segue que 


(Confira!) Seja, agora, A o conjunto A = {(x, y) E R? |x +y = 1). 


A é compacto e a função q: A > R dada por 


= x 
o (x, y) EM 


é contínua. Logo, y assume valor mínimo em A, e este valor mínimo é diferente 


de zero. Assim, sendo k > 0 este valor mínimo, teremos para todo (x, y) € A, q 
(x,y) > k. 


Por outro lado 


| x — Xo y— y0 | Ei 
Mx, y) — (xo, YO I(x, y) — (xo, yo)ll 


para todo (x, y) * (Xə Yo). Para simplificar um pouco, façamos 
Xx—X0 y— yo 
CNAE 
(x, y) — (xo, yo)ll li(x, y) — (xo. Yo) 
Assim, para todo (x, y) % (Xo Yo), o par (s, t) EA = [(x, y) | x? + y = 1). Temos, 
entáo, para todo (x, y) A (Xo, Yo), 
S 
de 
De ®© e O. segue que, para (x y) % (Qo Io) 
|«. = Coo] 
m| * xo | 


y— yo || [CRi (x, y), Ro (x, y) | 


PE 
t || (x, y) — (xo. yo) || 


Tendo em vista 6), obtemos 


> k. 


| 


A A 
97 AREA 


[Gs y) = Go, yo) | 


Por outro lado, como 


[Ri Œ, y), Ra (yl _ 0 
| (x. y) — (xo. yo) | 


lim 
(x, vy o (Xos Yo ) 


existe r} > O tal que, para todo 
| (Ri (x, y), Ra (x, y) 


| (x, y) — (xo. yo)l| 
Daí e da desigualdade anterior resulta, para todo (x, y) % (Xo Yo), com || (x, y) — 
a 
< <> 
rs a. 


Fica provado assim que o limite ® é zero. Logo, as funções 


NY * (o Jo 


(x, 
I(x y) — + y) l< ri < > 


E = p(u, v) 


ly = q(u, v) 


são diferenciáveis em (u5, Vo). 

Seja F:Q C R? > R de classe C* no aberto Q e tal que JF (xo, Yo), (Xos Yo) € 
Q, seja inversível. Nosso objetivo nas próximas seções é provar que, nestas 
condições, existe um aberto Q; C Q, com (Xo, Yo) € Q; tal que a matriz jacobiana 
JF (x, y) é inversível em todo (x, y) € Q,, F é uma função inversível em Q,, o 
conjunto Q, = F (Q,) é aberto e a função inversa G : Q, > R? é de classe C*. 


A4.3. PRELIMINARES 


O que dissemos no final da seção anterior pode ser reescrito da seguinte 
ju = f(x,y) 
forma. Sejam ; (x, y) E O 
[v = gx, y) 
funções a valores reais e de classe C! no aberto Q C R°. Sejam (xo Yo) € Q, Uo = 


f (Xo Yo) € Vo = g (Xo Yo). Suponhamos que o determinante jacobiano 


J d 
P ai E Ex y) af ex y) 
d (u, v) _ |ðx dy 
ð (x, y) 98 


d 
(y) Lx, y) 
dv 


OX 


seja diferente de zero no ponto (Xo, yo). 


Pois bem, nosso objetivo a seguir é provar que existem abertos Q, e Q,, com 
Q; C Q, (Xo Yo) € Q4, (Uo Vo) E Q, e um único par de funções (p (u, v), q (u, v)) 
definidas e de classe C* em Q,, tais que, para todo (x, y) € Q; e (u, v) € O,, 


E = f(x, y) [x = p(u, v) 

ly = g(x, y) ly = q(u, v) 

No fundo, entre outras coisas, o que estamos querendo é estudar a possibilidade 
ju = f(x, y) 

de resolver o sistema (1) 
lv =g(x, y) 


para (u, v) próximo de (uo, vo). Com este objetivo em mente, vamos colocar ®© 
numa forma mais adequada. Observamos, inicialmente, que, sem perda de 
generalidade, podemos supor (Xo, Yo) (0, 0) e (Uo Vo) (0, 0). 


Como f (x, y) e g (x, y) são de classe C', portanto diferenciáveis, temos, 


conforme aprendemos no Vol. 2, 
| of of 
fHyN==0UD):+ — UU. Dy R G 
Ox dy 
e 
ð ð 
g (x,y) = de (0,0) x + Es (0, 0) y + R; (x, y) 
XxX dy a 
onde 
: R¡(x, y) 
lim AA jen 
© (1,9) >(0,0) I(x, yy — 0 (¿=1,2) 


Desta forma, ® é equivalente a 


| = Lo, 0)x + Lo, 0) y + Ri (x, y) 
dx dy 


Jo Je 
| = “E (o, 0)x + º8 (o, 0) y + Ro (x, y) 
dx dy 


que, em forma matricial, se escreve 


u 910,0) 910,0) x Ri (x, y) 
Nox dy 
e loo 2200 y 
v FE 0) Y O y Ro (x, y) 


va 


A, V 


ð 
Como o determinante jacobiano 2x 


y) está sendo suposto diferente de O em 
E 0) Lo, 0) 


(0, 0), resulta que a matriz jacobiana M Er ps 
“8 (0,0) “É(0,0) 
ðX dy 


é inversível. Segue que O é equivalente a 


u Xx Ri (x, y) 
Er e + 
Yi bl (R a.y) 


onde 
u u 
(4) =M! 
v v 
e 
Ri (x, y) A [RG 
(5) == =M 
Ro (x, y) Ro (x, y) 


De Y segue que se (w, V) descreve um aberto então (u, v) também descreverá um 
o : Ri(x,y) — AE. 
2 lim IM =0 (1=1,2) 
aberto (por quê?). De Y e O segue que 54900 1 y 
conforme se verifica facilmente. 
Desta forma, sem perda de generalidade, podemos supor ® da forma 
pu = x + R (x, y) 


b = y + R (x, y) 


com R (x y e R (x y) de clase CŒ œ 


2 
lim Ri(x, y) -0 (i= 1,2). 
© (x, y) > (0, 0) lx. y) 
Vamos entáo estudar o sistema 
ju = f(x, y) 
(7) 
|v = g(x, y) 


com f (x, y) = x + R; (x, y) e g (% y) = y + R, (x, y), com R; (x, y) e R, (x, y) 
satisfazendo as condições acima. 


Da condição segue que 
R; (0,0) = 0, R, (0,0) = 0, 281 (0, 0) = 0, 281 (0,0) =0, 
ðX dy 


IR no OR = ii e do cd 

ra (0,0)=0e = (0, 0) =0. (Verifique.) Nosso objetivo, a seguir, é provar 
x y 

que para (u, v) próximo da origem (0, 0) o sistema ®© admite solução única. Para 

este fim, vamos considerar a função F (x, y) = (f (x, y), g (x, Y) = (x + Rj (x, y), y 


+ R, (x, y)) e, portanto, 


F (x, y) = (x, y) + R (x, y) onde 


R (x, y) = (R, (x, y), R, (x, y)). 


Inicialmente, vamos provar que existe um aberto Q, com (0, 0) € 02,, tal que 
F é injetora em Q,. Para isto vamos precisar provar, primeiro, que R (x, y) é uma 
contração num aberto Q, contendo a origem. E o que faremos na próxima seção. 


A4.4. UMA PROPRIEDADE DA FUNÇÃO R 


Nosso objetivo a seguir é provar que existem r 0 e 0 <A < 1 tais que, para 
todo (x, y) e (s, t) na bola aberta de centro (0, 0) e raio r, tem-se D || R (x,y) — R 


(s, t) Il <À (x, y) = (s, t) Il. 


Inicialmente, observamos que 
IR (x, y) = R (s, O || = || (RC), Ro (x, y)) — (Ri (s, O, Ro (s, 0) || 
= || (Ri (% y) = R; (s, £), R, (x, y) — R, (s, ©) || 
< R; (x, y) = R; (s, ) | + | R3 (x, y) —Ro (s, O]. 
Ou seja, 
© || R (x, y) = R (s, t) || < R; (x, y) = R: (s, ©) | + | R; (x, y) — Ro (s, D) |. 
(Verifique.) 


Consideremos, agora, as funções 
m (x, y) = Il VR, (x, y) Il 


n (x, y) = [ VR, (x, y) Il. 


Como R, e R, são de classe C*, as funções m (x, y) e n (x, y) são contínuas e se 
anulam na origem, pois, como vimos na seção anterior, as derivadas parciais de 
R; e R, se anulam na origem. Segue que, dado à > 0, com 0 < à < 1, existe r > 0 


À 
IO yi<r => IVR & y) II < z 

tal que e 
IO yli<r = IVR, (x y) II < e 


Seja 92, a bola aberta de raio r e centro (0, 0). Sejam (x, y) e (s, D dois pontos 
quaisquer de (2,. Pelo teorema do valor médio (veja Vol. 2), existem (x4, yı) e 
(X>, Y2) no segmento de extremidades (x, y) e (s, t) tais que R; (x, y) —R, (s, t) = V 
R; (Xy Y1) * ((x, y) = (s, ©) e 


R, (x, y) > R, (s, t) = V R, (x, y») , ((x, y) > (s, t)). 


Pela desigualdade de Schwarz, resulta 


IR, (x, y) -R; (s, t) < [ VR; (x, y) Il [ (x, y) = (s, t) [ 


|R, (x, y) -R, (s, t) | < [ VR, (x, y) Il [ (x, y) E (s, t) Il. 


Como (X4, y1) e (x,, Y2) pertencem, também, a bola aberta Q,, resulta | R, (x, y) — 
À 
R, (s, t) E zll (x, y) = (s, t) [ 


e 
|R, (64) = R, (s; D < ŽI @ y) - (s 0) Il. 


De 2 e das desigualdades acima resulta ®. Fica provado assim o seguinte 
importante resultado. 


Seja R (x, y) a função dada na seção anterior. Então existem r>0<e0<A1 
tais, para todo (x, y) e (s, t) na bola aberta de raio r e centro (0, 0), tem-se || 


R (x, y) -R (s, t) [ <A (x, y) E (s, t) Il. 


A propriedade acima nos diz que R (x, y) é uma contração em Q, onde (2, é 
a bola aberta de raio r e centro em (0, 0). 


A4.5. INJETIVIDADE DE F EM Q; 


Nosso objetivo nesta seção é provar que a função 


F (x, y) = (x, y) + R (x, y) é injetora em Q4. Isto é, vamos provar que, para todo 
(x, y) e (s, t) em Q, tem-se (x, y) 2 (s, t) = F (x, y) # F (s, t). 


De fato, 


|| F (x, y) =F (s, t) [ = Il [(x, y) 5 (s, t) + [R (x, y) -R (s, t)] [ z [ (x, y) - (s, t) [ = 


IR (x, y) = R (s, O ||. 
Da seção anterior, 
IR (x, y) =R (s, © || <à || &, y) = (s, 0) || 
onde O < A < 1. Segue que 
[FG y) =F (s, d || 2 || & y) = (s, © || =å I| &, y) = (s, O ll 
e, portanto, 
[FG y) =F (s, 9 || > A -X || &, y) -= (s, d || 
Então, para (x, y) 4 (s, t) 
[FG y) =F(s 0 ||>0 
ou seja, 
F (x, y) 4F (s, t). 


Fica provado assim o seguinte importante resultado. 


A função 


F (x, y) = (x, y) + R (x, y) é injetora na bola aberta Q, de raio r e centro (0, 
0). 


Nosso objetivo a seguir é provar que F transforma o aberto Q; num aberto 
Q,. Ou seja, queremos provar que o conjunto Q, = F Q(;) 


é aberto. Para este fim, vamos primeiro provar um teorema de ponto fixo. 


A4.6. UM TEOREMA DE PONTO FIXO 


Teorema. Seja A C Rn um conjunto compacto e H : A > A uma função 


satisfazendo a seguinte condição: quaisquer que sejam os pontos X Z Y em A 
tem-se || H (O) -H (V) <|X-YI. 


Nestas condições, existirá um único S € A tal que 
H(S) =S. 


(Tal S denomina-se ponto fixo para H.) 


Demonstração 
Unicidade 


Se X % Y são pontos fixos, teremos || X — Y || = || H (9) -H(M) || <|| X-— Y |, 
que é impossível. Logo, poderá existir, no máximo, um ponto fixo. 


Existéncia 
Consideremos a funcáo 
kKO=IX-HOILXEA 


A hipótese garante a continuidade de H em A e, portanto, k (X) será contínua em 
A. Como A é compacto e k (X) contínua, resulta que k (X) assume valor mínimo 
em 4. Seja, então, S um ponto de mínimo de k (X). Assim, para todo X em A 
temos D|X-H(QOI>|S-H(S) ||. 


Vamos mostrar que 
S=H(S). 


Supondo S 4 H (S) e tomando T = H (S) obtemos || T - H (D) || = || H (S) - H (H 
(S)) || < ILS -H (©) || 


que está em desacordo com ®. Logo, S = H (S). 


A4.7. PROVA DE QUE O CONJUNTO Q, = F(Q,) É 
ABERTO 


Para provar que 
Q, = F (92,) 


é aberto, precisamos provar que, para todo (u,, v,) € Q,, existe s > O tal que a 
bola aberta A de centro (u4, v,) e raio s está contida em Q,. Para isto, precisamos 
provar que, para todo (u,, v,) € A, existe (x,, y2) em Q; tal que F (x,, y2) = (u>, 


Vo). 


Ou seja, precisamos provar que dado (u, v) em A, o sistema 
u) = x + Ri (x, y) 


[v2 =y + R (x, y) 
admite solução em (2,. O sistema acima é equivalente a 


(us, v,) -R (x, y) = (x, y). 


Assim, provar que ® admite uma solução (x,, y,) E Q, é equivalente a provar 
que Y H (x,y) = (u,, v,) — R (x, y) admite um ponto fixo (x,, y). 


Vamos então ajeitar as coisas para cair nas condições do teorema do ponto 
fixo. 

Inicialmente, observamos que, para todo (x, y) e (x, y), com (x, y) 4 (x, y), em 
Q,, tem-se || H (x, y) - H G, P) |I = IIR œ y) - RG, P) || <A] œ y) - (5, DI 


e como, O < à < 1, resulta 


IH (x, y) — H (3,5) 1l < Il (x, y) — Z, y) ll. 


Seja, agora, (X4, Y1) E Q; tal que F (x,, yı) = (U, Vi). 


Tomemos, agora, uma bola fechada A de centro (x4, y,) e raio ô > O contida 
em 92,. Vamos mostrar, a seguir, que tomando || (u,, v2) — (u,, v,) || < s, com s (1 
— À) ô, teremos H (A) C A. 


Para isto é suficiente mostrar que, para todo (x, y) € A e, portanto, || (x, y) — (xı, 
yı) || < 6, teremos || H (x, y) = x yı) || < 6. 


Vamos lá então! 


I| H (x, y) = Co yo || = I| (u2, va) — R x, y) — Ce yə) || 

= || (uz, V2) — (Us, vo) — (us V1) = R (x, y) — (x, Y1) |I 

= || (uz, vo) — (Us v) + F (x, Y1) = R (x, y) (ey) | 
= || (uz, vo) (Uy, V1) + R (%, y1) = R (x, y) || 


pois F (Xy, Y1) = (X1, Y1) + R (xı, J 1). 
Segue que 
|H (x, y) = Gt, y 1) Í| < || u vo) = (Us v1) Í| + || R (sy) =R (x, y) || 
e, portanto, 
IH & y) - yW ANI Ey) (y) ll<d=M6+A6 
ou seja, 
| H (x, y) = Gy) Il < ô. 


Temos então 


H(A)CA 


e, para todo (x, y) e (x, y) em A, com (x, 9% (6,9, | H (xy - H (z, Ð) || < |l 
(x, y) o (x, y) Il 


Pelo teorema do ponto fixo, existe (x,, y,) € A tal que H (x, Y2) = (X2, Y2) ou 
seja, 


u = X2 + Ri (x2, y2) 


m =y: + Ra (x2, y2). 


Fica provado assim que todo ponto (u,, v,) € Q, é centro de uma bola aberta 
contida em Q,, ou seja, Q, é aberto. 


Conclusão 


Para todo (u, v) no aberto Q, existe um único par (x, y) = (p (u, v), q (u, 
v)) no aberto Q4, tal que 


ju = f(x, y) 


lv = g(x, y). 


Ou seja, para todo (x, y) no aberto Q, e (u, v) no aberto Q, tem-se 
ju = f(x,y) |x = p(u, v) 


la = q (u, V). 


q = g(x, y). 


Observe que fazendo 


G (x, y) = (p (x, y), q (x, y)) resulta, para todo (x, y) € Q,, 


F (G (x, y)) = (x, y) 
e, para todo (x, y) € Q,, 
G (F (x, y)) = (x, y). 
De 
F (x, y) = (x, y) + R (x, y) resulta 


F (G (x, y) = G (x, y) + R (G (x, y)) e, portanto, 


G (x, y) + R (G (x, y)) = (x, y) 


Utilizando esta última identidade, vamos provar a continuidade de G (x, y) 
em Q,. Sendo (x, y) e (s, t) dois pontos quaisquer de Q,, temos || G (x, y) — 
G (s, £) || = I| (% y) = (s, ) + R (G (x, y)) = R (G (s, £)) || < I| (x, y) (st) || + 
I| R (G (x, y)) = R (G (s, 0) || 


e, portanto, 


I G (x% y) = G (s, £) || < || & y) = (s, 8) [1 +à || G (x, y) = G (s, £) ll. 


Daí resulta que, para todo (x, y) e (s ft) em OQ, tem-se 


| 
IG (x, y) — G (s, 1) II = E (x, y) — (s, 1) II. 


Desta desigualdade segue a continuidade de G no aberto Q,. (Verifique.) 
Observamos que o aberto Q; pode ser tomado de modo que o determinante 
jacobiano de F (x, y) seja diferente de zero em todo (x, y) de Q,. (Para confirmar 


óf, of 


a a E 
= x Jy 
este fato considere a função q (x, y) = e Es 
— (z, y) — (x, y) 
OX | dy | 


definida no aberto Q. Como f e g são de classe C! e q (xo Yo) É O segue do 
teorema da conservação do sinal que...) Segue, então, de A4.2 que G (x, y) é 


diferenciável em todo (x, y) € Q4. 
Por outro lado, da relacáo 


JG (u, v) = (JF (x, y)? 


onde (x, y) = G (u, v), e pelo fato de F ser de classe C! e G contínua, resulta que 
G é de classe C' em Q.. (Confira.) 


A4.8. TEOREMA DA FUNÇÃO INVERSA 


Do que vimos nas seções anteriores vem o seguinte importante teorema. 


Teorema da função inversa. Seja 
F:QC Rn zá Rn 


com aberto e F de classe C'. Seja X, € Q e seja Y, = F (X,). Nestas 
condições, se o determinante jacobiano de F, em X,, for diferente de zero 
então existirá um aberto Q, C Q, com X, € Q,, tal que Q, = F (Q,) será 


aberto, a restrição de F a Q; será inversível e a inversa G será de classe C! 


em Q.. 


O que fizemos nas seções anteriores foi provar o teorema da função inversa 
para n = 2. Na verdade, nada teria mudado se tivéssemos trabalhado com n > 3. 


A4.9. TEOREMA DA FUNÇÃO IMPLÍCITA 


Nesta seção, veremos como obter o teorema da função implícita em alguns 
casos particulares e deixaremos para o leitor enunciar e demonstrar tal teorema 
no caso geral. 


1.º CASO. Suponha g (x, y) de classe C! num aberto Q C Rº, com (Xo yo) € Q, 


dg 
tal que 8 (Xo: Yo) =0 e pa (Xo Yo) + 0. 
oy 


Nestas condições, existe um aberto (2, C Q, com (Xo Yo) € Q}, e uma única 
função y = h (x) definidas e de classe C! num intervalo aberto I, x, € I, tal que, 
para todo x € I, (x, h (x)) € 2, e g (x, h (x)) = 0. 


Demonstração 


Consideremos o sistema 


ju =x 
$ (x, y) € (2. 
lv = g(x, y) 
ð (u, V) E y 
Em (x , y ), o determinante jacobiano —=— = [08 (x y) 08 EE 
a(x, y) Jy das 
0 0 - dx dy 


” . . Lal dg ” . se z 
é diferente de zero, pois, em (x , y ) seu valor é pa (Xo: Yo) que, por hipótese, é 
0 0 


diferente de zero. Seja (Uo, Vo) = (f (Xo Yo), g (Xos yo). 


Como f(x,y) =x e g (Xo Yo) = 0, resulta (Uo Vo) = (Xo, 0). 
Pelo teorema da função inversa, existem abertos Q; e Q,, com (Xo, Yo) € Q4 
C Q e (Up Vo) € Q,, e um único par de funções (p (u, v), q (u, v)) tais que, para 
todo (x, y) € Q; e (u, v) € Q,, 
|u =x |x = p(u, v) =u 
(1) o 


| V = g(x, y) ly = q(u, v). 


Como Q, é aberto e (Xə 0) = (Uo, Vo) € Q,, existe um intervalo aberto T, x, € I tal 
que, para todo u € I, (u, 0) € Q.. 
Segue de ® que, para todo u € I, 


E =u | = E 


— E 
[o = 


1 


ly = q(u, 0) 


g(x, q (u, 0)). 


Fazendo h (x) = q (x, 0), resulta que, para todo x € I, 0 = g (x, h (x)). 


Assim, a função y = h (x) é de classe C* e é dada implicitamente pela equação g 
(x,y) = 0. 


Observe que, para todo u € I, 
(u, q (u, 0)) € Q, 
logo, para todo x € I, 
(x, h (x)) E Qå}. 


Suponhamos, agora, que y = h, (x) seja outra função definida e de classe C! no 
intervalo aberto T e tal que, para todo x € I, (x,h, (x) € Q; e 0 = g (x, h, (0). 


De O segue que, para todo x € I, 
U= x |[x =u 


e Y 
0 = g(x,h1 (x)) (h(x) = q(u, 0) 


ou seja, h, (x) = q (x, 0) = h (x). 
E 


Observação. Para outra demonstração deste caso, veja Vol. 2. 

2.º CASO. Suponha g (x, y, z) de classe C! num aberto Q C Rº, com (xo, Yo Zo) € 
J 

Q, tal que 8 (Xo Yo: Zo) =0 e = (Xo: Yo: Zo) + 0. 
OL 


Nestas condições, existe um aberto (2, C Q, com (Xo Yo, Zo) € Q,, e uma única 
função z = h (x, y) definida e de classe C! numa bola aberta B do R° e de centro 
(xo, Yo), tal que, para todo (x, y) E B, (x, y, h (x, y)) € Q,, e g (x,y, h (x, y)) =0. 


Demonstracdo 


Consideremos o sistema 


ES y x,y, y El 


1 0 0 
Em (x, y ,z ), o determinante jacobiano owu vw) |o 1 0 
d (xX, y, Z) ðw ðw ðw 


0 0 0 dx ð y ðZ 


d 
tem valor ci (xo; Yo» Zo) + 0. Seja 


ds 


(uo, Vos wo) = (Xo Yo g (Xo Yo Zo)). 


Assim (Uo, Vo, Wo) = (X Yo, 0). Pelo teorema da função inversa, existem abertos 
Q, e 02,, com (Xo, Yo» Zo) E Q; € (Uo, Vo, Wo) E Q, 


e uma única terna de funções 


(p (u, v, w), q (u, v, w), r (u, v, w)) de classe C! em Q, e tais que, para todo (x, y, 
z) € Q; e (u, v, w) € Q,, 


ju =x [x = p(u, v, W) =u 
(2) WV=y S 4y =q(u, v, W)=V 
" = g(x, y, Z) k = r (u, v, w). 


Como Q, é aberto e (Xo Yo, 0) = (Uo, Vo, Wo) E 2, existe uma bola aberta B em 
R°, de centro (xo Yo), tal que, para todo (u, v) € B, (u, v, 0) € Q,. Segue de O 


U=x 
x=u 
que, para todo (u, v) € B, ¿y = v => ¿V=y 
E = r(u, v, 0) Z 


RN 
O = g(x, y, r(u, v, 0)). 


Fazendo h (x, y) =r (x, y, 0), resulta, para todo (x,y) € B, 0 = g (x,y, h (x, y)). 


Assim, a função z = h (x, y) é de classe C! e é dada implicitamente pela equação 
g (x,y, z) = 0. 


Observe que, para todo (u, v) € B, 


(u, v, r (u, v, 0)) € Q; 
logo, para todo (x, y) € B, 


(x, y, h (x, y)) € Q. 


Suponhamos, agora, que z = h; (x, y) seja outra função definida e de classe C! na 
bola aberta B e tal que, para todo (x, y) € B, (x, y, h, (x,y) €EQ,e0=g(x,y,h, 
(x, y)). 
De © segue que, para todo (x, y) € B, 
f" =x x=u 
1 


=y = y=v 
lo = g(x, y, hy (x, y)) h(x, y) = r(u, v, 0) 


ou seja, h (x, y) =r (x, y, 0) = h (x, y). 
E 


3.º CASO. Suponha f (x, y, Z) e g (x, y, z) de classe C! num aberto Q C R’, com 
(Xo Yo Zo) E Q, tais que f (xo, Yo» Zo) = 0, g (Xo Yo» Zo) = O 


e 


of 


dy 


o f 
(xo, Yo. 20) —— (x0; Yo» Z0) 

oz 
o + 0. 
o 


Ri Yo. 20) 
Jy X0, Yo» Z0 


€ 


g 
—(X0» Yo» 20) 


Nestas condições, existe um aberto (2, C Q, com (Xo, Yo, Zo) € Q,, e um único par 
de funções y = h (x) e z = k(x) definida e de classe C! num intervalo aberto I, x, 
€ I, tal que, para todo x € I, (x, h (x), k (x)) € Q; 


e 


f(x, h (xX), k (x)) = 0 e g (x, h (x), k (9) 0. 
Demonstração 
Consideremos o sistema 
ju =x 


v=f(1y (1yE0. 
[w = g(x, y, Z) 


ou vw) |9f of ðf 


Em (x, y ,Zz ), o determinante jacobiano - - - 
d(x, y, 7) dx dy dz 


é diferente de zero. Seja 


(Uo, Vo, Wo) = (Xos f (Xos Yo» Zo), Y (Xo Yo» Zo)). 
Da hipótese, resulta 
(uo, Vo, Wo) = (Xo 0, 0). 


Pelo teorema da função inversa, existem abertos Q, e Q,, com (Xo Yo, Zo) E Q} e 
(Uo, Vo, Wo) E Q, 


e uma única terna de funções 


(p (u, v, w), q (u, v, w), r (u, v, w)) de classe C! em Q,, tais que, para todo (x, y, Z) 
E 0, e (u, v, w) € Q,, 


ju = j = ųu = p(u, v, w) 
O) 1v = f(x, y, Z) S {y= q(u, v, w) 
lw = g(x, y, Z) E = r(u, v, w). 


Como Q, é aberto e (X 0, 0) = (Uo, Vo, Wo) E Q,, existe um intervalo aberto I, x, 
= [, tal que, para todo u € J, (u, 0, 0) € Q,. Segue de ®© que, para todo u € I, 


|x =u ju =x 

¡y =q(u,0,0) => 40 = f(x, h(u), k(u)) 

|z = r(u, 0, 0) lo = g(x, h(u), k(u)) 

onde h (u) = q (u, 0, 0) ek (u) =r (u, 0, 0). As funções h (x) = q (x, 0, 0) e k (x) = 
r (x, 0, 0) são de classe C* no intervalo aberto I e, para todo x neste intervalo, f 
(x, h (x), k 09) = 0 e g (x, h (x), k (x)) = 0. 


Fica a seu cargo concluir a unicidade de tais funções. 
E 


Para encerrar, fica a seu cargo a tarefa de enunciar e demonstrar o teorema da 
função implícita no caso geral. 


Apêndice 
5 


BRINCANDO NO MATHCAD 


A5.1. NOÇÕES GERAIS 


Para trabalhar no Mathcad é muito simples. A partir do programa instalado, 
se a sua versáo for o Mathcad 2000,* ao abrir o programa verá a seguinte tela: 


` Mathcad Professional - [Untitled: 1] MEE 
la] File Edit View Insert Fomet Math Symbolics Window Help -18/x) 
Oceny LER ouv|"; mos o Aja Ar 

[ama lona Jo gao 

> 

# 

Es 

E 

“Ê 

a 
af 
> 

+ 
Press F1 for help. [AUTO | [NUM [Page 1 


iniciar] 1. [GM PM] VESVIBELS HAES 1247 


Para iniciar, clique em View na barra de menus e, em seguida, clique em 
Toolbars: para gráfico, escolha a opção Graph; para cálculo de derivada, 
integral, limite e somatória, escolha a opção Calculus; para entrar com 
desigualdades, escolha a opção Boolean; para cálculo simbólico ou exato, 
escolha a opção Symbolic etc. 


=> Mathcad Professional - [Untitled:2] 
la] File Edit | View Insert Format Math Symbolics window Help 

Y Sonda BA o JD? 
v 'Eormeñing — 

V Math ru = 


=le x] 


== == 


[ind Begions (Y Calculator 
ET Zoom... Ssaph 

E Ratrash CA vax 

de me ora —. valuation 
ro, ipa Y Calculus 
[1% EA AA Egolzon 

E Preferences Programming 
o Greek 

3 V Symbolic 
a Modghlier 

[o 


= “— Modifiers 
lost complex assume 
solve simplife substitute 
factor expand  coefs 


Calculator El 


A bd Ind x! x 
'Tigr()ptn7 B 
9 / cos 4 & 6 xn 41 


collect senes parrac 


fourier laplace trans 
Irfouner Iinviaplace Intrans 


+=. - = 
d p + ma nl — 


[aura] — Er 
AUTO (NUM [Page 1 
EB Iniciar| Mala Jr vEEQUASLRO Fa ue 07:52 
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Tudo o que vocé precisa agora é aprender a digitar uma expressáo. Para 
comecar, clique em algum ponto da página; no ponto clicado aparecerá uma 
cruzetinha vermelha. É exatamente neste ponto que a expressáo a ser digitada 
começará. Todas as operações deverão ser indicadas. No Mathcad, o 
separador decimal é o ponto. Para entrar com expoente, pressione a tecla ^ 
(acento circunflexo). Para entrar com fracáo, pressione a tecla / (dividir). O 
Mathcad trabalha com trés sinais para representar o igual: um deles é := (para 
entrar com este símbolo, pressione a tecla : (dois-pontos)); o outro é = (para 
entrar com este símbolo, pressione simultaneamente as teclas Ctrl e =, ou clique 
no ícone desigualdades e, em seguida, clique em =); e o terceiro é a seta > que 
aparece na caixa Symbolic. 


Quando se usa o símbolo : = 


e Utiliza-se := para definir o valor de uma variável. Por exemplo, para entrar 


com x = 5, digitamos x : 5 para obter [ass] 


Nota: Na versão Mathcad 2001, a caixa Calculator apresenta alguma 
modificação. 


e Utiliza-se := quando queremos definir f(x, y). Por exemplo, para entrar com 


fx, y) = x + y, devemos digitar f(x, y) : x + y para obter | fix, y):= x + y 


Quando se usa o símbolo = 


e Utiliza-se o símbolo = nas equações. Por exemplo, para entrar com a 


equação x + y = 5, digitamos x + y e, em seguida, simultaneamente, Ctrl e = 
(ou clique no ícone desigualdades e, em seguida, clique em =) e, finalmente, 
5 para obter 


e Utiliza-se a seta — para obter valor exato de uma integral, derivada etc., 
como veremos mais adiante. 


EXEMPLO 1. Entre com a expressão x° + 5xy. 
Solugáo 
Clique no ponto onde você quer começar a expressão. Agora, digite: 
xA2 espaço +5*x*y 


para obter 


Com auxílio da tecla espaço, podemos fazer com que o ângulo envolva toda a 


expressão, pressionando sucessivamente tal tecla: | x^ + 5-x-y 


Clicando fora do retângulo, obtém-se: x° + 5 - x - y. Para voltar ao modo anterior 
é só clicar à direita do último y e utilizar a tecla espaço. A tela abaixo mostra o 
estado da expressão após a digitação do acento circunflexo. 


=> Mathcad Professional - [Untitied:1] 


la] Eile Edit View inset Format Math Symbolics Window Help = ex) 
(DOSIS |“ Ao [7:40 ARA fo: A] 
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+ 
in EXPONENT. type space-bar to exit. [AUTO NUN [Page 1 


¿8lniciar| | gy 2] Ji¡vesoasao Paidos 1520 


O pequeno retángulo preto envolvido pelo ángulo denomina-se placeholder e 
indica o lugar onde entrará o próximo caractere a ser digitado. Para sair do 
expoente, após a digitacáo do mesmo, basta pressionar a tecla espaco. 


Observacáo. Digamos que vocé queira trocar o expoente 2 por 3: clique ao lado 
do 2, apague o 2 e digite 3; em seguida, clique fora do retângulo para obter x? + 
5 + Xx * y. Para substituir, digamos, o 5 por 6, proceda da mesma forma: clique ao 
lado do 5, apague o 5, digite 6 e clique fora do retângulo. 


EXEMPLO 2. Calcule o valor de x° + 5xy parax=3 e y = 5. 


Solução 


Clique em um ponto da página. Entre com os valores de x e de y; abaixo 
destes valores entre com a expressão dada e de modo que toda a expressão esteja 
envolvida pelo ângulo. 


x:=3ey:=5 


Pressione, agora, a tecla = para obter 
x +5-x- y= B84. 
E 


Atenção. Substituindo o 3 em x e o 5 em y por outros valores, automaticamente 
o valor da expressão mudará. 


EXEMPLO 3. Entre com a expressão si aid 
ES + 5% 


Solução 


Primeiro entre com o numerador; digitado o numerador, com o ângulo 
envolvendo toda a expressão, como mostrado na primeira expressão da tela do 
Mathcad em seguida, pressione a tecla da divisão (/). Em seguida, digite o 
denominador. (Lembre-se: para entrar com o símbolo , é só clicar neste 
símbolo na caixa Calculator.) 


3 
, digite 


Atenção. Para entrar com uma expressão do tipo 5x2 +10+ T 


5x2 +10+x+3 


Em seguida, com o ângulo envolvendo somente a expressão x + 3, pressione a 


9 


X 


tecla da divisão e digite o denominador respectivo e pronto. 
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3, 
EXEMPLO 4. Entre com | (x? +51]? +1) dr. 

E | 
Solução 


Na caixa Calculus, clique no símbolo da integral definida. Clique no 
placeholder no extremo inferior da integral e digite 2. Clique no placeholder no 
extremo superior da integral e digite 3. Para entrar com o integrando, clique no 
placeholder respectivo e digite, entre parênteses, a função a ser integrada. 
Finalmente, clique no placeholder à direita do d e digite x. 


Procedendo de forma análoga, entra-se com as expressões mostradas na tela 
a seguir. Para entrar com raiz, módulo etc. é só clicar no respectivo símbolo na 
caixa Calculator, OK? 
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A5.2. VALOR APROXIMADO OU VALOR EXATO 


Para calcular valor aproximado, basta digitar a expressão, envolvê-la pelo 
ângulo e, em seguida, pressionar a tecla =. 


Para calcular valor exato, existem dois modos. 


CÁLCULO DE VALOR EXATO OU SIMBÓLICO 


PRIMEIRO MODO. Entra-se com a expressão, envolve-a pelo ângulo, 
clique na seta > na caixa Symbolic e para visualizar o resultado, pressione 
Enter. 

SEGUNDO MODO. Entra-se com a expressão, envolve-a pelo ângulo, 
clique em Symbolics na barra de menus e para visualizar o resultado, clique 


em Simplify. 


lim > - >) O 


Digamos que o problema seja o cálculo do limite 
x>0'1 X seny 


cálculo de limite só é permitido pelo valor exato. Para calculá-lo pelo primeiro 


modo, entre com 


Para visualizar o resultado, basta pressionar Enter. 


Para calculá-lo pelo segundo modo, entre com 


sl 


x0* 


Para visualizar o resultado, clique em Symbolics na barra de menus e, em 
seguida, clique na opção Simplify. Os dois modos de visualização estão 


apresentados na tela a seguir. 
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Na tela seguinte, são apresentados o cálculo de uma integral indefinida e a 


z 


fórmula para a soma dos quadrados dos n primeiros números naturais. E 
mostrado, também, como fatorar uma expressão. 
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Calculator 


Se a função f(x) estiver definida, com a seta calculam-se 
d d? b ; 
e E E SE lam- 

fœ, E? f(x), Í f(x)dx, f f(x)dx etc. Também calculam-se derivadas 


parciais com o mesmo símbolo que o da derivada de uma variável. Por exemplo, 


d E ; R d ; ; 
com — calcula-se a derivada parcial em relação a x, q? derivada parcial em 
3 ; 


“ 


$ . ; d A 
relação y, ou seja, quando se entra com o símbolo O Mathcad vê apenas x 
X 


como variável independente, as demais como constantes. 
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A5.3. FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL: CRIANDO 
TABELA, GRÁFICO E CÁLCULO DE RAIZ 


Nesta seção você aprenderá a criar tabela para função de uma variável. 
Aprenderá, também, a determinar raiz (ou zero) de função, bem como raiz de 


equação. 


EXEMPLO 1. Construa uma tabela para a função f(x) = x? - 3x + 5, com x 
variando de —3 a 4 e com passo 0,5. 


Solução 


A primeira coisa a fazer é definir a função e, em seguida, definir a variação 
para o x. Para construir a tabela para a variação do x é só digitar x e pressionar a 
tecla de igual. Para construir a tabela para os valores da função, digita-se f(x) e 
pressiona-se a tecla de igual. Para definir a variação para o x proceda assim: x := 
sp AS A 


Para entrar com os dois pontinhos abra a caixa Calculator (calculadora) e clique 
em m..n. Observe: para contar para o Mathcad que x varia com passo 0,5 e de — 
3 a 4, entra-se com — 3 e, em seguida, com — 2.5 (lembre-se, no Mathcad o 
separador decimal é o ponto), sendo que — 3 e — 2.5 devem ser separados por 
vírgula; em seguida, entra-se com os dois pontinhos e, por último, com 4. 
(Atenção. Se quiséssemos passo 0,4, a definição da variação de x ficaria assim: x 


= - 3, - 2.6 4 OK?) 
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Pela tabela, x = 1,5 é uma estimativa para o ponto de mínimo da funcáo. (Na 
verdade, x = 1,5 é exatamente o ponto de mínimo e 2,75 o menor valor da 
função. Confira.) E 

EXEMPLO 2. Construa uma tabela para a função f(x) = 3x — 2% -3 <x<4, 
com x variando de — 3 a 4 e com passo 0,5. Observando a tabela, dê estimativas 
para as suas raízes. Dê, também, estimativas para os pontos de máximo e de 
mínimo locais. 


Nota: Na versão Mathcad 2001 abra a caixa Matrix para clicar m..n. 


Solução 
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EXEMPLO 3. Construa o gráfico da função do exemplo anterior. 
Solução 


Primeiro digite a função e a variação para x, com passo, digamos, 0,5. Entre 
com a caixa Graph e clique no ícone representando um gráfico (é o primeiro 
ícone da caixa). Em seguida, no placeholder, na parte de baixo do retângulo, 
entre com x; no placeholder localizado na lateral esquerda do retângulo entre 
com f(x). Para visualizar o gráfico dê um clique fora do retângulo maior. Agora, 
dê dois cliques sobre o gráfico e, na caixa que se abre, clique na opção à 
esquerda de Crossed para obter o gráfico que aparece na parte inferior da tela 
mostrada a seguir. 
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E: EEÇERR 


Ela) 


9125-19 
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Observação. Para a construção do gráfico não é necessário entrar com a 
variação para x: basta entrar com a função como mostrado na próxima tela. Caso 
você queira alterar a variação atribuída automaticamente pelo Mathcad para a 
variação de x (que no caso em questão foi —10 a 10) é só alterá-la manualmente: 
para substituir o —10 que aparece na parte inferior esquerda do primeiro gráfico é 
só apagá-lo e entrar com o valor desejado, de forma análoga com o 10 que 
aparece do lado direito do —10. Para obter a segunda figura substituímos o —10 


por -3e o 10 por 5. 
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Calculator 


Caso queira que no eixo x (ou no eixo y) apareçam mais marcas de escala, dê 
dois cliques sobre o gráfico; na caixa que se abre e na coluna X-Axis dé um 
clique em Auto Grid e, em Number of Grids, troque o 2, por exemplo, por 4. 
(Veja a próxima tela.) 
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EXEMPLO 4. Resolva a equação 3x = 2”. (Ou determine as raízes ou zeros da 
função f(x) = 3x — 2º) Solução 


A equação tem duas raízes: uma entre O e 1 e a outra entre 3 e 4. (Veja a 
tabela do Exemplo 2 ou o gráfico da tela anterior.) Sem a tabela e sem o gráfico, 
pense assim: para x = 0 o primeiro membro é menor que o segundo e para x = 1, 
o primeiro é maior que o segundo. Pelo teorema de Bolzano, pois a função é 
contínua, deverá existir uma raiz entre O e 1. Para resolver a equação é preciso 
entrar com estimativa para a raiz desejada. Primeiro vamos determinar a raiz que 
está mais próxima de O e depois a que está mais próxima de 4. Para a raiz que 
está mais próxima de 0 vamos entrar com a estimativa 0. (Nada mudará se 
entrarmos com a estimativa 0,5.) A sintaxe para resolver o problema é a 
seguinte: x := O (estimativa) 


given 
3:x=2º 


(Este = é o que se obtém pressionando simultaneamente as teclas Ctrl e =.) 


Agora, pressione a tecla para obter 
Find(x) = 0.458. 


Trocando a estimativa x = O por x = 3,5 obtemos a outra raiz, que é 3.313. (Caso 
queira mais casas decimais, clique à direita do algarismo 8, na igualdade acima, 
e, em seguida, na barra de ferramentas, clique em Format, escolha a opção 
Result, defina o número de casas decimais e clique em OK para confirmar a 
escolha.) m 

Atenção. Não se esqueça: no Mathcad o ponto é o separador decimal. Não pode 
faltar a palavra given (given = dada ou dado) entre a estimativa e a equação. 


Outro modo mais prático. Entre com a estimativa x = O e digite 


root(3 -x — 2". x) 


e pressione a tecla para obter root(3 - x — 2º, x) = 0.458. (Observação. O x que 
aparece dentro dos parênteses e após a vírgula é para informar ao Mathcad que 


ele deverá procurar o valor de x para o qual o valor da expressão seja zero.) Veja 
como fica na tela do Mathcad. 
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A5.4. GRÁFICO EM COORDENADAS POLARES. 
IMAGEM DE CURVA PARAMETRIZADA NO 
PLANO 


Para construir gráfico em coordenadas polares, digite a funcáo, entre com a 
variação para a variável independente, clique, na caixa Graph, no ícone das 
coordenadas polares que é o quarto ícone da primeira linha, ou seja, aquele que 
apresenta uma espiral. Como estaremos trabalhando sempre em radianos, o 


T T 
passo poderá ser, por exemplo, 10 ou 20 etc. Quanto menor o passo, melhor 


será a apresentação do gráfico. Observamos que a variação para a variável 
independente é opcional. 


EXEMPLO 1. Construa o gráfico da função r = sen(30), 0 > 0. 
Solução 


Para facilitar, em vez de usar O para a variável independente, vamos usar x 
mesmo, OK? Para que possamos visualizar várias etapas do gráfico, vamos 
definir uma variável N e trabalhar com x variando de O a N e com passo, 
T 
30" 2 
significa que x estará variando de 0 a 1 radiano. Em seguida, tomamos N = a É 


digamos, Vamos lá. Na apresentação que se segue tomamos N = 1, o que 


pa 


depois N = n. Com a mudança do N, poderemos visualizar, passo a passo, O 
desenvolvimento da curva. 
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A curva parametrizada no plano é construída no sistema ortogonal de 
coordenadas cartesianas, ou seja, na primeira opção da caixa Graph. Para 


construir imagem de curva parametrizada no plano, precisamos definir a curva e 
entrar com a Variação para o parâmetro. Observamos que a variação para o 
parâmetro é opcional. Entramos com a variação para o parâmetro quando 
queremos visualizar o desenvolvimento da curva. 


EXEMPLO 2. Construa o gráfico da curva x = 2 coste y = 3 sen t, 0 <t <27. 
Solução 


Observamos que no placeholder inferior entramos com x(t) e, naquele 
localizado na lateral esquerda, com y(t). Agora, é só olhar para a tela a seguir. 


S Mathcad Professional - [Untitled:2] 
a Sle Edit view Insert Famet Moh Symbolics Window Help MEET 
pacas ¿FO Tica 24 fo JO? 
foma fasa in al BZ U [ES = = 
Ir ER es 
Ex x(t) := 2-cos(t)y(t) := 3-smít) 
= 
15 
s 
o 
é 
pa 
dl yit n ina sd n a x T og e 
(erPm7893m4556 
x sni 2 3+2. D-= 
TE] 
o 
—— PressFI forhelp. Ano [NUM Page 1 
¿Alniciar] =| (Erre Mido 10% m 


Brinque à vontade!!! 


A5.5. MÁXIMO E MÍNIMO DE FUNÇÃO 


EXEMPLO 1. Determine o ponto de mínimo da função 
z=xX" + 3xy + 4y - 4x — 13y. 
Solução 


O gráfico de z = z(x, y) é um paraboloide elíptico com concavidade voltada 
para cima. (Concorda?) Logo, a função admite um único ponto de mínimo. Para 
determiná-lo, proceda da seguinte forma: entre com a função, em seguida com 
estimativas para tal ponto e, por fim, entre com o comando Minimize(z, x, y). 
Como z(0,0) = O e z(0,1) = —9, vamos entrar com as estimativas x = 0 e y = 1. 
Temos então z(x, y) := x° +3:x:y+4:y-4:x-13:y 


x := 0 y := 1 (estimativas) 


Minimize(z, x, y) 


Digitando-se = obtém-se o ponto de mínimo: 


a fm à 
Minimize(z, x, y)=| >] 


Assim, (-1, 2) é o ponto de mínimo da função. 

E 
EXEMPLO 2. Determine o ponto de máximo local de f(x) = 3x - 2% -3 <x < 4. 
Solução 


Pelo Exemplo 2 da seção anterior, 2 é uma estimativa para o ponto de 
máximo local da função. 


x:= 2 x) := 3: x- 2* 


maximize(f, x) = 2,114. 


Os Exemplos 1 e 2 estão na seguinte tela: 
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Mao=3x-2 x:=2 


maximize(f,x) = 2.114 


z(x,y) = +3 y+ dy dao 19: 


Antes de prosseguir, observamos que para entrar com os sinais de 
desigualdade abra a caixa Boolean. Para entrar, digamos, com > é só clicar no 
símbolo >. 


EXEMPLO 3. Determine o ponto de máximo de z = 2x — y com as restrições x > 
0,x+y<3ey>x. 


Solução 


x=3ey=3 são as coordenadas de uma estimativa para o ponto de máximo. 
Digite: z(x,y):=2:x—y 


given 
x20x+y<3y2x 


E sá o) 
Maximize(z, x. y) = | : 5 | 


Assim, o valor máximo da função ocorre para x= 1,5 e y = 1,5. 
E 


Atenção. E indispensável a palavra given após as estimativas e antes das 
restrições. 


EXEMPLO 4. Resolva o sistema 


Solução 


Inicialmente, observamos que este sistema admite quatro soluções (veja o 
Vol. 2, 5.º ed.). Vamos apenas relembrar como se determina a solução próxima 
de (2, 1). Digite: x := 2 y := 1(estimativas) 


given 


xX +y=3 
X+2:xy+5:y=4 


Find(x, y) =[5 9212) 


(0.2727 


Assim, x = 1,6514 e y = 0,2727 é a solução, com quatro casas decimais, que está 


próxima de (2, 1). (Caso queira mais casas decimais, clique ao lado de y e, em 
seguida, na barra de ferramentas, clique em Format, escolha a opção Result, 
escolha o número de casas decimais e clique em OK.) Atenção. O símbolo = que 
aparece no sistema é o que se obtém pressionando simultaneamente as teclas Ctrl 
e=. 


A5.6. CÁLCULO DE INTEGRAIS DEFINIDAS 


a 
EXEMPLO 1. Calcule f sent x dx. 


Solução 


Primeiro, abra as caixas Calculus e Calculator. Não é preciso digitar sin, 
pois, para entrar com esta função, basta clicar em sin na caixa Calculator. Vamos 
então ao cálculo da integral. Marque o lugar na folha onde deseja começar a sua 
expressão. Na caixa Calculus, clique no símbolo da integral definida. Para entrar 
com o extremo inferior, clique no placeholder que indica o lugar para o extremo 
inferior e digite 0; clique no placeholder do extremo superior e digite a. Para 
entrar com o integrando, clique no placeholder respectivo, clique em sin na caixa 


a 
Calculator e assim por diante de modo a obter | sin(x)? dx 
0 


Aqui só é possível calcular o valor exato, pois não foi dado o valor de a. Para 
obter o valor exato, na barra de ferramentas abra o menu Symbolics e clique em 
Simplify (ou utilize a seta na caixa Symbolic; tanto faz, o que muda é apenas a 
apresentação, como já foi visto anteriormente) para obter 
= cos(a) sin(a) + EA a + Pd cos(a)? - sin(a). 

8 8 4 


Assim 


a y —5 E. 1 3 
sen* xdx = — cos a sen a + — a + — cos? a sen a. E 
0 8 8 4 


Atenção. No Mathcad, sen x cos x, tgx, In x etc. são escritos na seguinte forma: 
sin(x), cos(x), tan(x), In(x) etc. 


EXEMPLO 2. Calcule o valor exato da integral Il, Jx? + y? dxdy, onde B é o 
triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1). 


Solução 


Para calculá-la precisamos transformá-la em uma integral iterada. 


ff Jx? +y? dxdy =Í | Jx? +y? dydx. 
B` 00 ` 


Vamos então entrar com a integral na forma iterada e clicar em Simplify no 
menu Symbolics. 


Clicando em Simplify, obtém-se 


2. In(v2 +1) 
6 6 


Veja como ficam os dois exemplos anteriores no Mathcad. 


Mathcad Professional - [Untitlod-1] 


[Deusa RAS "¿jor SAT 5 Hi 


| = d YY a 
E E =] O = 


= Calcu...E3| Calculator E 


= cos(a)sin(a) > Sa > a costa) «sinta) 


/ [Asa 
24 nú y2+ 1) 


EXEMPLO 3. Calcule HI, \x? +y? +z? dxdydz, onde B é o conjunto de 
todos (x, y, z), tais que x? +y? = z= yx? +y. 

a) Calcule um valor aproximado. 

b) Calcule o valor exato. 


c) Determine o valor aproximado da expressão obtida em (b) e compare com 


(a). 
Solução 


a) Para calculá-la precisamos transformá-la em uma integral iterada. Temos 


yla? Ix24y? r 
HI), Jx? +y? +22 dxdydz = f Liz 7 x2 + y? + 22 dedydx 


Vx =x? ¿x24y2 


Por questões de simetria, temos 


1-x2 f 
[x2 + y2 + 22 dxdydz = af Es [x2 + y2 +22 dzdydx. 


b) 


Vamos, agora, para o Mathcad. 


1 VI =x? (x? +2? o; 
Í | Í Ni x? + y? +22 dzdydx 


0 J0 12 +y? 


Pressionando a tecla =, obtemos o valor aproximado 0,10262 e, portanto, 
HI y 12 + y? + z? dxdydz = 0,41048. 
B 


Vamos, agora, ao cálculo do valor exato. Fica a seu cargo verificar o que 
acontece se pedir ao Mathcad o valor exato da integral na forma iterada 
acima. Você irá perceber que neste caso vamos precisar dar uma “mãozinha” 
para o Mathcad. Fazendo a mudança de variáveis para coordenadas esféricas, 
resulta, como visto no exemplo mencionado, 


= = E 7/2 pcos p/sen?p 3 
fif yx* + y* +z“ dxdydz = 27 f p” dpdy 
B m 1440 


e, portanto, 


E E FAE m (7/2 cos? q 
HI yx“ + y* + 2º dxdydz = — 7 de. 
B 2 97/4 sen' q 


Vamos entrar no Mathcad. 


m (7/2 cos( xy 
2 7/4 sin(x) 


Clicando em Simplify obtemos o valor exato da integral 


T 742 x In(N2 —1) 
2| 48 16 


Veja na tela do Mathcad abaixo. 
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sin(x) 


-1 
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A5.7. GRÁFICO DE FUNÇÃO DE DUAS VARIÁVEIS 


Existem dois processos para construção de gráfico de função de duas variáveis 
reais. Se a função f(x, y) for contínua em todo o plano é só definir a função, abrir 
a Caixa Graph, clicar no ícone representado por uma superfície, entrar com o 
nome da função, no caso f, no placeholder que aparece logo abaixo do sistema de 
coordenadas e clicar fora do maior retângulo que envolve o sistema de 
coordenadas. Com o mouse você poderá colocar a figura na posição desejada. 
Para outras opções, dê dois cliques sobre o gráfico e brinque à vontade. 


EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de f(x, y)= (x? + y?. 


Solução 


Mathcad Professional - [Untitled:1] 


Calculator 


Observação. Caso você queira que apareçam, também, as curvas de nível, na 
caixa Graph clique no ícone representado por curvas de nível (é o primeiro da 
segunda linha)* e, no placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas, entre 
com f, f. 
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Um segundo processo que funciona sempre consiste em construir o gráfico 
de z = f(x, y), com (x, y) percorrendo os pontos de uma partição de um retângulo 
prefixado a < x < b ec < y < d. A sintaxe é a seguinte: 


Agora, clique no Ícone superfície na caixa Graph e com M no placeholder logo 
abaixo do sistema de coordenadas. Com o mouse pode-se colocar o gráfico na 
posição que desejar. Para melhorar a aparência do gráfico, dê dois cliques sobre 
o gráfico e brinque à vontade. 


Atenção. Para entrar com os dois pontinhos é só clicar em m..n na caixa 


Calculator.** Para entrar com índice, pressione a tecla do colchete [ . 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de f(x, y) =x"+y*,-2<x<2e-2<y<2. 


Solução 
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A5.8. IMAGENS DE SUPERFÍCIE PARAMETRIZADA E 
DE CURVA PARAMETRIZADA NO ESPAÇO 


EXEMPLO 1. Desenhe a imagem da superfície cilíndrica x = cos u, y = sen u e 
z = v, com 0 < u < 2 t e v real qualquer. 


Solução 
E só definir as funções x = x(u, v), y = y(u, v) e z = z(u, v); clicar no ícone 


superfície e entrar com (x, y, z) no placeholder logo abaixo do sistema de 
coordenadas. 


Mathcad Professional - [Untitled:1] 


au, v) = cos(u) y(u.v) = sutu) 
aum) = 


Calculator El 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico do cone x = v cos u, y = v sen u e Z = v, com 0 < 
u<2ne0<v<l. 


Solução 


Vamos proceder como no Exemplo 2 da seção anterior. 


N:=20 
¡:=0,1.N j:=0,1..N 
x(u, v):=v-cos(u) y(u, v):=v-sin(u) z(u, v):=v 


T. J AE 
-i T -i 


Xi, j = co 2 


Clique no ícone superfície. No placeholder logo abaixo do sistema de 
coordenadas, entre com (x, y, Z) e, para obter o gráfico, proceda como nos 
exemplos anteriores. 


Mathcad Professional - [Untitled:1] 


Calculator E 


EXEMPLO 3. Desenhe a faixa de Möbius 
u u 
r=[r+vsend Joosu, y=(1+vsen =) sen u 


ez=r+vcos —, com0 su <s2Tm,—lsvsler=4. 


Lad 
2 
Solução 


No Mathcad, devemos entrar da seguinte forma: 
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EXEMPLO 4. Desenhe a imagem da curva x = cos u, y = sen u e Z = u, com o 
parâmetro u variando no intervalo [0,411]. 


Solução 
No Mathcad, primeiro devemos entrar com as funções dadas. 
x(u) := cos(u) y(u) = sin(u) z(u) := u? 


Em seguida, na caixa Graph, clique no 3.º ícone da 2.º linha* (scatter plot). No 
placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas entre com (x, y, z). Dê um 
clique duplo no gráfico e escolha a opção Quick Plot Data. O Start e o End são 
as extremidades do intervalo onde varia o parâmetro u, no caso 0 e 2x, 
respectivamente. Entre, então em Start com 0 e em End com 12. Em Grids entre 
com o valor máximo, que é 200, o que significa que o passo com que o 
parâmetro u está variando é — Clique em OK para confirmar a escolha. 


Lu) = comu) vw sido) AY 


pa 3-D Plot Format 


Para mais detalhes, veja Mathcad User's Guide 2000. Veja, também, Uso 
Prático do Mathcad, do Prof. Rubener da Silva Freitas. FEI, 2001. 


* Ou versão Mathcad 2001. 
* Varia de acordo com o formato da caixa Graph. 
**0Ou na caixa Matrix, no caso de Mathcad 2001. 


* Dependendo da disposição dos elementos na caixa Graph. 


RESPOSTAS, SUGESTÕES OU 
SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 


1.1 
1. y 


b) 


4. A cada ponto (u, v) do plano uv, f associa o ponto (x, y, z) onde 
| x=u+v 


y=u 
le=» 
A imagem da transformação acima é o plano x — y — z = 0. Portanto, f 
transforma o plano uv no plano x — y - z = 0. 


Z 


tes 


6. c) 


D 


8. A imagem é a superfície cilíndrica x? + y'=1,0=<z<1. 
9. É a semissuperfície esférica x° + y + 7° = 1, z 2 0. 


11. 


12. É o cilindro x? +y? < 1,0 <z<1. 


Dn 


E 


15. a) o (B) é a superfície esférica + y +27" = p 
b) o (B) é a esfera x +y+z<1. 


1.2 
1. a) 


c) 


F (x, y) é tangente, no ponto (x, y), à circunferência de centro na 
origem que passa por este ponto. 


e) || £ (x,y) || = 1 e 7 (x, y) é normal, no ponto (x, y), à circunferência de 
centro na origem que passa por este ponto. 


P || Ea (x y) l|=1e Es] (x, y) é tangente, no ponto (x, y), a circunferéncia 


de centro na origem que passa por este ponto. 


— 
Duv(gyll= 
ya 


La 
t ` 
circunferência de centro na E Ne V ` 


origem que passa por este ponto. Observe que a intensidade do campo 
no ponto (x, y) é o inverso da distância deste ponto à origem. 


2.a) 


b) 


4. Vf(x,y)= (1, 2) 


5. VO (x,y) = E 2x, 1) é normal, no ponto (x, y), à curva de nível de q 
que passa por este ponto. Como y = x° é uma curva de nível de ọ (ọ (x, 
y)) = 0, V q (x, y), com y = x° , é normal, no ponto (x, y), à parábola y 
=x. 


6. V (x, y, Z) = (2x, 2y, 27). Seja (x, y, z) um ponto da superfície esférica 
x +y +z = 1. Neste ponto, V f(x,y, Z) é normal à superfície acima. 


1.3 
1 — — — 
: a2 k E y c) O 
— —= 
d) — 2y k e) E 
= 


e y) =(xf(u), y f (u)), onde u = ¡12 + y? .. Temos: 
2 [yfíu) ] = yf' (u) du _ wF 


dx ¡| »” e) 


y qe = y“ 


OX 
e de forma análoga obtém-se: 


J P , , 
— [xf(u)] = o fu) 
dy Te + y 


> > 
Portanto, rot 2 = 0. 


o 


> 1 > 
2. 0) | v (y ll== 


=- - v (x, y)é tangente, no ponto (x, y), á 
pea 


circunferência de centro na origem que passa por este ponto. 


Observe que as trajetórias das partículas do fluido sáo circunferéncias 
de centro na origem. A velocidade angular da partícula que descreve a 


circunferéncia de raio y x? + y? é o quociente da velocidade escalar 


| 


pelo raio, ou seja, SEE Sejam A e B duas partículas do fluido que 


no instante t O encontram-se sobre o eixo Ox. Suponhamos que a 
distancia de A a origem é menor que a de B a origem. Assim, a 
velocidade angular de A é maior que a de B. Seja t > O um real 
suficientemente pequeno. A figura a seguir mostra as posições de A e 
B nos instantes t = Oet. 


p é o ângulo descrito por B no intervalo de tempo t e o descrito por A 
neste mesmo intervalo de tempo; a > ß, pois, a velocidade angular de 
A é maior que a de B. 


+ 3 sapo => ,. : 
b) rot sg o que significa que 5 é irrotacional. 


1.4 


9 
a) O b) 3 c)2x + 2ycos(x + y) + 


” 


” ” 

A xº + y? + qe 
d) 2z | arcte (x4 + y? + 22)+ >> 55 
Sa a e E 


3. a) Náo, pois div Es (x, y, z) = 1. 


1 
b) div p Ef = 0, ou seja, div (p(y) y 7) = 0. Daí E (p 0) y) = 0. 


Portanto p(y)y = k, k constante. 


a) V? g=" + =0 b) V o=0 d+ yo e Y 


“Deu =(6P) i +(80) j +(gR) k. Vamos supor que existam as 


derivadas parciais de, P, Qe R. 


J IP J 

— (eP) =p + 2 

( dx dx 
ðQ de 

—(p0=,2+2 

J pQ dy dy 
IR Ng 

“ (oR) EA E y 

OZ OZ dz 


Portanto, div (q E) = p div E +V o: E 
e) Vamos supor P, Q e R de classe C* no aberto Q. 
div (rot) = div [rot P "7 +rotQ 7 +rotR E] 


= div (rot P P) + div (rot Q > + div (rot R o: 


> > > 
i j k 
> Pp > 
à ; p P ": ðP 
rot P ¡=|0 o 2! |=— j — k. 
dx dy dz dz dy 
P 0 0 


Entáo, 


> ; 
i E 1 ( àP J IP 
div (rot P D=4(2)-2 = |=0 
ðy \ dz dz i dy 


Conclua. 


CAPITULO 3 


3.1 


Lan 
do 


8) f TE cos ay de | 


Ed 


pe eos) 


e)2 


c) = [9 J-a 1] 


[oo] 


d) In 


dy = cos 1- — 


(e-1D(1-e!) 


pe -—2e 


27 
16 


e E + cos 2 | 
2 


m) 3 arctg 3 — 4 arctg 2 — In 2 + TEE x 


e)l 


4 


sa pd a bai 
4 SA 
l 1 8 = 
e)4 Pin (In 3) — In (In 2) a E A hi 


2 


a 1 2 E E de = 2 —-x2 +2x+2 2 i _63 
o ES D5te e—3) DO mp] x o |a= 


x 


m m 
n) Í 3 (2x cos x — x) dx + f2 (x — 2x cos x) dx; (lembre-se de que 
0 m 


3 
E cos x dx = x sen x + cos x). 


13 3 
p= al? 2-1] e 2m2 
0) 3 p) "2 q) E D5 


a) |, p fa, y ax [dy » f | E pa ya |a 
c) f, [f fa, y jas d) f [fra ys a+ f p fa, de |y 
of [Erava]a+f |f rava]a [|] rama a 


P E pa fa, vala 


N 


1) f, p sona [ar ff ER f(x, y as 


j2 == JE 


8) f 1 f (x, y) a |o + Y Ee f(x,y) a dy 


& A sfa 
0 y 0 
5 À 


E "TE nal 
a I—2=y* 


Y4 


2 | 
+f |fe rana |a 
$ T 
0 1+y1+ y 3 1+y-1+y 
a PI aaler 
=] 1—.1+ y 0 


y? - f (x, y) dx | dy 
3 


8. a) vol= |), [4 — (x + y + 2)] dx dy, onde A é o círculo Xx +y <1 
Volume = 27 


l 
b) — 
E 


d) vol = II, [4 — (x? + y? + 3)] dx dy, onde A é o círculo x + y <1. 
Vol= x +y = 1. Vol = Z 
e) 27 f e y 


f 7 r 2 2 2 
g) vol = 2 ff, „a? — y? dx dy, onde A é o círculo x + y <a. 
i 6a? 

XL +y <a. Vol = naa 


h) vol = II, [(1 — x?) — (x? + y?)] dx dy, onde A é elipse 2x +y <1. 


l l l1 ») ») = l 
-| E EN + — 
o 3 j i 03 i i 8 3 


(Faça na penúltima integral y = sen 0 na última y = y2 sen O e boa 
1) sorte!) vol = ff 12x — (x? + y2)] dx dy, onde A é o círculo (x — 
1) + y” < 1. Para calcular a integral, fixe x e integre em relação a y; 
em seguida, faça x — 1 = sen 0. 
m) vol = ff (1 — y? — x) dx dy, onde A é o conjunto de todos (x, y) tais 
A 


que0<x<1-y.Vol= 15 


n) vol = Jj, [1 — x — y] dx dy, onde A é o triângulo x+y<1,x>0e y > 
0. Vol =Å 


9. a) área = || dx dy, onde B é o conjunto lnx<y<1+Inx,y>20ex< 
B 


e. Área=e+e!-1 


ne ERRE 
2 2 
P ( 2| —3x? + 7x / 7—8ln2 
d) área = ffa dy = | it a dr= 2124 
E ~ l 3 3x 6 
CAPITULO 4 
4.2 


a)47 


À ço O<p<=l e 0<0=<27 


y = psen 0 
psi 


27 1 1 T 
3 ” 
— p° cos” O dp | dð = —. 

l p 8? P 32 

T T.4 
d) — [| 1 — cos 1 e)—[e —e 

rl ] ql ] 

27 l — cos 6 j 
f) Faqau =y-—xev=x+y+1 8) f p“ cos 0 dp [do =. 
0 0 


p = l — cos 8 


Para cada 0 fixo em [0, 211], p varia de O a 1 — cos 6. 


h) e — e (Sugestão: Faça u = y - x’ e v = x.) 
] + y? = LA Faça x — —=pcos0cy=psenó. 


1 
2 4 


ff x dx dy = Ea 
B i 8 


(Outro processo: faça x = p cos 0, y = p sen O observe que a 

equação da circunferência x” + y” — x = 0 em coordenadas polares é 
T T 

p= cos O, — <9<=—. 

2 2 


de 


E 2 9 
Dx +y —-x=06 E 


- 


1 
D fa E cos 6 pap laos f; E sen 0 p2 E fE see 9 de 
4 
1 qr po 
31 + in (1442 )| 


uy 


plz] DO 
16 2 


. a) O que se quer é o valor da integral |), ya? + y" dxdy,ondeAéo 


conjunto x° + y" < 2, y > x° e 0 < x < 1. Em coordenadas polares, a 
sen 0 


ja E 2 
equação da parábola y = x se escreve p = — E 
cos” 


Então, 


E Lg sen 9 J 
f Jx? q y? dx dy = fa ES 0 p? dp | dg + 2 1 p? ao | do. 
A 0 0 pl 0 
4 


3 


= 1|— 
Observe que [4 sen? 9 de [é sen O ( cos? 8) 


do; faça, então, u = cos 6. 


cos! 8 cos Y 

T 2 

b) — = 
3 — = ma? 
d) j [= p? 2 dp de = [2 + In (1+ /2)] e) Fa 


J) Sugestão: (cos 30)" cos 0 = (cos 30)” cos 30 cos 0 = (cos 38) |+ (cos 48 + cos 20) | 


cos 30 [ cos 30 cos 40 + cos 30 cos 20] = ... 


h) 


to [to 


3 2 9 
3. Façau=y-xev=y+x. ||, Ay" — xº dx dy =— 


32 
4. rab 
4.3 
¡8 12 3T \ Sayi 
(55) b (o, 32 (ô (x, y) = ky) 


m T [ seco 
o [| xdm = ff kx 1% + y? dx dy=k fa |] p? cos 0 ap | do 
B B 0 0 


Ez 
=> f4 sec? 9d0 =... 
4 0 


45 
d) (0,0) 0, —— ) 
D lár 


3. a) Volume = 27d (área de B), onde d é a distância do centro de massa 
de B (B sendo olhado como um corpo homogêneo) à reta y = x + 2. 
Vol = 2142. 


3 ” f 
c) — mºN2 
) 


pa 


CAPÍTULO 5 


5.4 


3 1 
a) Ż b) — c) na 
2 2 4 


w | m 


e) ff IR d a dx dy =| [2x—x2?—y?] dx dy. onde A é o círculo (x — 1? + y < 1. 
Alor ty A 


Então, 


fj], «+ a «== 


g) HI dx dy dz = Í [2x + 2y — x? — y? — 1] dx dy, onde A é o círculo 
B A 
(x- 1 +(y-1<1. 
Ta 


h)0 i) = mp DO m) le 1 ø) = 0)87 q)2 


e, 2 - de 


r) Fixe (x, y) e integre em relação a z; em seguida façau =x + yev= 
xy e boa sorte! 


11 2 
2. a) Vol = IJ, dx dy dz == ne c)87 
3 84 
” 
P e g) — mabc 


-1)<5. 


3 
3. Massa = || (x + y + 2) dx dy AR 
B - 


= A 
ú (fff (x + y) dx dy dz = ff (x + y) (1 — x — y) dx dy, onde A é o 
v A 


12 
triangulo x + y < 1, x > 0 e y > 0; faça a mudança de variável u = x + y 
5.ev=x) 167 


6. III, k (a? + y? A a G? + 92) de dsd. onde A é 
yx? + y? 


o círculo x” + y < 1. Massa = a onde k é a constante de 


proporcionalidade. 


- 4r b) 


c) Faça x = SAR 3p sen y sen 0ez=pcosqy com 
-2 =9 = 0s =p=reb=p= = 1. Tem-se [|f x dx dy dz = 37 


d) Façau=x+y,V=x+2y-zew=z. 
HI, RE EY y x + 2y — 2 dx dy dz = HI Ju xv du dv dw 
T 


onde Téo paralelepípedo 1<u<2,0<v1e0<w<1l. 


(x, y, 7 
| Observe que 2 y, 2) - E 
ð (u, v, w) 


H 732-1443 +m(2 +43 )| 
2; A mabc 
3 
3 o kr 
Massa = k z dx dy dz = — 
B 8 


5. Sugestão: . y2ap cos ð — p? = ja? cos? 0 — (p — a cos 0)? . Para calcular 


a integral | p Zap cos 0 — p? dp 


faça p — a cos 0 = a cos O sen u e boa sorte! 


5.7 
1. 1= ÍÍf, k (x? + y?) dx dy dz, onde k é a densidade, k constante. 
ps RE 
5 
f, 
2 ZLM, onde M é a massa do cubo. 
3. aI = Ji, r? dm = II), x (+ y”) dx dy dz, onde B é o cubo dado. I = 


a 
5 


12 


a s 
JE 9 
5 a 


4. a) o onde M é a massa do cilindro. 


- 


b) 3Ma” 
2 


pa 


5. Podemos supor que o centro de massa do corpo B seja a origem, e que 
o eixo que passa pelo centro de massa seja o eixo z. Entáo 
Lom = |), (x? + y?) dm. Consideremos, agora, 0eixox=aey=b, 
com h? = q” + b’. O momento de inércia com relação a este eixo 


[(x — ay? + (y — b)9]dm. Tendo em vista que 


r= Jj), 
II, x dm = III, y dm =0, resulta T=] + MH 


g. 2MR? 


+ Mh?. onde M é a massa da esfera. 


9. b) 1= fff (x? + y?) dm, onde B éo cone £ d+ y? zh A 
A l } 


equação do cone obtém-se por semelhança de triângulos: 


É 
3MR- i 
I = , onde M é a massa do cone. 


M A 
12. = (2h? + 3R?), onde M é a massa do cone. 


- 


CAPÍTULO 6 


6.1 


6.2 


11 ar 877 
a) 27 = c)0 r e) 
6 3 q 
0 
1 
9 
- d2r(1+ qm) b) E c) 0 
0 
a 
a 
me | 
pa, — =. 
32 2 
5 
2 


. (x, y, z) = (1, 2, 1) + t [(0, 0, 0) - (1,2, 1)], 0 < t < 1, é uma 


parametrizacáo para o segmento: x= 1-t,y=2-2tez=1-t,0<t< 
1. 


Í xdx + y dy + zdz = —3 
Y 


. 0 


(Observação: A projeção no plano xy da interseção é a circunferência 
(x-1+(y-1)=1;x-1=costy-1=sentez=3+2cost+2 


. sen t é uma parametrização da curva, com a orientação pedida.) Para 


se ter uma parametrização nas condições exigidas, basta tomar as 
1 
= 


PR T | E 
coordenadas esféricas com 6 = 4 ep = v2.0 valor da integral é 


-6 


6.4 
1. 0 
2. 4 
3 
E 
6 2 6 
4. -2 
5, 3 
6 
6. 2 
3 
6.5 
1. a) 42 bj =7 O Pads 
3 2 
| 2 M 2 
2. 34/14 3. m42 f + z 4. e onde M é a massa do fio. 
5 MP 
ERR ya 6. (M = massa do fio) 
Eg =Í (y? + 22) dm =k 42 fe [sen? t + 1? ] dt=..., onde k é a 
y 0 


densidade linear do fio, k constante. 


CAPÍTULO 7 


7.2 


f ? > 
NX y E > TE Z 
LOT, 4% ¿uma primitiva; logo é exata. 
2 op 2 


b) É exata, sendo x°y uma primitiva. 


c) xyz é uma primitiva; logo é exata. 


5 
x” y. em ; 
d) = + xy —  é uma primitiva; logo é exata. 


- - 


ð 
e) Não é exata, pois $ (1 +y) + ro = 2. 
c 


h) -arctg z y > 0, é uma primitiva; logo é exata. Observe que 0 (x, y) 
TO X E ; dba 
= 7 arctgy> 0, é também uma primitiva. Sugerimos ao leitor 


verificar que O (x, y) é o ângulo que a semirreta ((tx, ty) |t> 0) 
forma com o semieixo positivo Ox. 


i) Verifique que 


T x 
— ger — se y>0 
2 y 
0 (x, y) =T se y=0 e x<0 
37 X i 
— — arctg — se y<0 
2 y i 


é uma primitiva. 


(Observação: Para verificar que (x, y) admite derivadas parciais nos 
pontos (x, 0), x < 0, será útil observar que 0 (x,y) = 7 arctg = =,x<0.) 


7.3 


(2, 2) y 
a) ydx + xdy = ala = 4 — 1 = 3. Observe que d (xy) = y dx + x dy. 
(1,1) 


Ep 2 T 2 
c) ES z] = —arcig (5) + arctg 1 = E + arctg 3 


d)0 e) [x sen os =0 


P (o. VE O, =8(-1,-1)— 0 (1, 1) = 7, onde 


T x 
——artg— se y>0 
2 y 
0 (x, y) =T se y=0 e x<0 


37 x 
— —arctg — se y<0 
2 y 
3, + 
2 


4. Verifique que : 0: Q > R dada por 


T x 3 
— — arctg — e y>0 e x<— 
2 y 2 
T se y=0 e x<0 
7 e a se y< 0 
0 (x, D= 2 Ey l 

3 

27 se A 


Sr x 3 
— —artg— se y>0e x>— 
2 y 2 


é uma primitiva em Q. Isto é, 


E i x s 
dg = E dx + = dy, em Q. 
E TN da 


Como é o gráfico de 0? O valor da integral é 0(2, 2) — 0(1, 1) = 27. 


7.6 


4 f! u? 
a) h' (x) = 2x sen x -Í — 
o (1+ xut)? 


PE 22 4 o 22 
b) h' (x) = f 2xt* cos(x f) dt c) h' (x) = senx + 2x | t- cos(x 1) dt 
0 0 


é 
d) Considere q (u, v, w) = Í dt. Segue que h (x) = q (u, v, w), u = xX, v=senx 
u 1+ wi? 


ew = 3f. Pela regra da cadeia, 


fa oe o 


h'(x) = — ; 
ðu dx ðv dx ðw dx 
Portanto, 
“A 
Pe = 2x de cos x PRE sen x f i 
i 12 4 4 i 2 Eaa * 
i+ xi" | + x” (sen x) E (1x toy 


B (x) 
2. h'(x) = f(x, Bœ) B' (x) — f(x, a (x)) a” (x) + er (x, y) dy. 
alx) dx 


4. a) Seja y, € [c, d]. Precisamos provar que, para todo e > O dado, existe 
ô > 0 tal que, para todo y E [c, d], ly — y] <6 = lo y) = (Y| < €. 


Dado e > 0, existe ô > O tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, t) no 
retângulo, lx, y) — (s, NI < 8 >If% y) — f(s, DI< 


Então, para todo x € [a, b], 


ly=y1<5=>ll(x y) — y) 1 < 52314 y) — f(%, yo) 1 < sá 
= 


Como 


b 
£ Í Lf, y) — f (x, yo)] dx 


leo =P) 


resulta 


dx = € 


iy-»1<8> f If (x, y) — f (x, yo) l| dx < 
peg 


ou seja, 


Iy— yol <8>le Y) -— ¿(0)!< e 


J 
b) Seja y € I. Sejam c, dE I, com c < y < d. Como z. contínua no 
0 0 dy 


retângulo a < x < b, c < y < d, dado e > 0, existe ô > O tal que, 
quaisquer que sejam (x, y) e (s, t) no retângulo acima, 


Lay 


lapy- Epig (x, y) — Ep < ) 
f dy ` dy b=a 
Temos 
y) — (yo) 
0) PO) - > É [f(x, y)— f(x, yo)] dx. 
30 A i 


Pelo teorema do valor médio, para todo y € [c, d] existe y, no intervalo 


ð 
aberto de extremos y e y tal que f(x,y) — f Œ, yo) = Z œ y1) O — Yo). 
0 oy 


Segue que 
PI- P) [5 A q, Yo) dx Lo. mE DE 
Y — Yo 


e, portanto, 


< 


y) — (y bg 
a ðy 


E Ugu a DE 
a| dy dy 


y — Yo 


Para todo y € [c, d] e para todo x € [a, b], 


y = yd < ô = || (% y) = & yo) I| < 8 => [| (% y1) = (X, yo) || < 8, pois ly = yol > ly, — 


¿is P af 
y |. Portanto, ly — yọ! < ô = f — (x, y1) — — (x, yo)| dx < e. 
0 a | dy dy 


Ou seja, 
a ii (y) — g(vo) bg p 
0 E ly => Yo | <= 0 == SU)” PO — Í of SA Yo) dx E 
y —Y0 a dy 
Logo, 
: p(y) — (Yo) ba 
o e. f n (x, yo) dx. 
yəm YT) a oy 


(Observação: Para a demonstração da propriedade enunciada no 
início do exercício, veja A2-1 do Apêndice 2.) 


CAPÍTULO 8 


8.1 
ðQ OP 


ðX ð y 


|. Pelo teorema de Green, P, Pdx + Qdy = ff | dx dy. Pelo 
B 


teorema do valor médio para integrais, existe (s, t) € B, com 
) IP ) J 
ff e ca | dx dy = (Lo, H- dai t) fica de B. 
B ð 


dx ð y 


xX ðy 


Aplique o teorema de Green aos conjuntos K, e K, e some membro a 
membro as igualdades obtidas. 


8. Sugestão: 
| Lao (7 La)o 
= f [e( 42-3. »)-0( 7. 1) |as 


faça agora y = r sen 0 e boa sorte! 


s b f(b) 
P Payda +00 ydy= | Pe fa) de + f Q(b, t) dt 
Y a f(a) 


b 
-| (PG, f+ QUO old 


i] f(b) a ð f(b) 
ff é a xdy = Í [ Q (x, y) ar | dy = Í [O (a, y) — O(2 y), Y 1 dy. 
K dx fía) g(y) dx fía) 


Fazendo a mudança de variável y = f (t) vem: 


b 
jj E arar= [rota s-on son pra a 
dx a 


Por outro lado, 


8.4 


ðP pa ; ; 
ff dx dy = ] [P(x, f(x) — P(x, f(a))] dx. 
E 


d y a 


Conclua. (Observe que este raciocínio náo se aplica ao setor circular — 
rex<0e0<y<,[r r? — x? , pois y = 
[-r, 0].) 8.2 


yr? — x? não é de classe C* em 


. 3T 
. Trab 


. 2a, onde é a área de B. (Observe que B tem área, pois sua fronteira 
. tem conteúdo nulo.) 10 


. 27 


1 Lo p2 Ss 
- 4) Pelo teorema da divergência ] F:nds= | ai F dx dy, onde K 
, E 2 2 a EM E é 
éocírculox +y <1. Assim, | F - n ds =2r. 
y 
b) 1 
c) [e n ¿Es =|| dx dy, onde K é a região T + y? = 1. Assim, 


fF F-n pr = 0. Olhando só para o campo você seria capaz de prever 
este resultado? Por quê? 


d) Cuidado, o teorema da divergência não se aplica. Por quê? Temos: 


— — 
E 2. cost i +2sent j 
y (t) i —x'(t) j )= 1 


lly’ com! J4 sen? t+ cos? t 
é normal a y e tem a componente y > 0, para O < t < rr. Temos, então, 
>> 
f, Pm ds 


aii — — 

x i cost i +2sent j E x 

= | Ç cost)? i pap Ily (Du de= f 4 cos? tdt=0 
0 y 4 sen? t+ cos“ t 0 


Observe que bastaria olhar para o campo para se concluir este 
resultado. 


e) — 
6. a=1 


7. ah “E dE de = f, Vg: n E ff aiv (V g) dx dy 


" gn 
=. ES 8 4 g? £ Ja dy = | V28 dx dy 
dx? dy? K 


10. 3a 


11.37 
PA 
2 


13.1 


CAPÍTULO 9 


9.1 


1. a) A imagem é o paraboloide de rotação z = x? + y”. 


b) 


x 
d) A imagem é a semissuperfície esférica x + y° + 7° = 1, y 2 0. 


e) x=vcosu,y=vsenuez=v>x+y=z”. A imagem de é a face 


lateral do cone ¡12 + y? <2=h. 


ay, 


4 


DA imagem de o coincide com o gráfico da função 


2. x=(2+C0s v) cos u, y = (2 + cos v) sen u e z = sen v com 0 <u < 27 e 
O<v<2r. 


UY 
a |» 


= sen q cos 6, + = sen q sen ĝe — = cos œ, comb=0<=I7vel<=ps 7. 
c 
1 
+0) x=cosu,y=>senuezv,=0<u<2mev € R 
b) x=u,y=vez=(5-2u- v), (u, v) € R? 


c) 


(V cos u, vsen u, e”) 


(x, y, Z) = (v cos u, v sen u, e), 0 <u < 2mev >20 


Observe que a imagem desta superfície coincide com o gráfico da 
função - = ¿1 ty 


d) (x, y, Z) = (1 + cos u, sen u, v), O<u<2re v E R 
9.2 


1. adtxy)=o(1,D+s ic (1,1)+t d (1, D,(s, ) € R?, ou seja, 
du dv 
(x, y, 3 = (1, 1, 2) + s (1,0, 2) + t (0, 1, 2), (s, DER? 


E ETA E: a 1 si : 2 
9@yd= 712) us y 21)+0( 7,2 I} © DER 


9.3 
3 2 
L a) = b) m 4V3 
o UTI 
a 3 
T e f 1 T — 1 T 
d) l4? +1 d d=- | 40720 +1]2 do-— | 140. 
l p P p 12 pl , | 12 Jo 
Faca u? =4e 2 + 1 e boa sorte! 
445 T E 
e) 3 y FÀ) 2 
2. 8r 
4. 16 


Nj 


9. M yy 3-1] 


81 1215 


D js Jogo e ] 1l E = | = 
es j3 1+p? do |do=—| 2 + Inl1+ 42) |-— 
0 0 PN p P 6 Yy ( N ) 12 
9.4 
6 
T s V5 | | ] 
W E dy) —|5v45— 1 
de al 3 | ) 2 N 
20 7 
e) 
T 5 3 
p fe cos 0 sen O (16 cos” @ +1)2 _ (16 cos” 0 + 1)2 m 
ji 80 48 
+ > 2 cos 6 - sen 6 dg. Para calcular a 1.º integral faça u = 16 cos? 0+1. 
2 | / 
2. (0,0, 255 +1 » (0.00 
10(5,5 — 1) | 9 
») 
3. ar b) 87 
3 
2MR? n 
Ñ 6. MR? 


CAPÍTULO 10 


10.1 


5. O fluxo através da superfície lateral do cilindro é zero. Sejam o, (u, v) 


= (u, v, 0), u? + v° < 1, a base inferior do cilindro e o, (u, v) = (u, v, 1), 
— 


2 2 . z z 
u” + v” < 1, a base superior; a normal a o é oo Fi e anormal a o é 


— 


“= E Segue que 


ip má 
ff F-n dS = -ff R(u, v, 0) du dv + f Ríu, v, 1) du dv 
o K K 
onde K é o círculo u? + v° < 1. Ou seja, 
y Ji 
© 1) F.nds= fÍ ¡Ei Dd. 
o K 


Por outro lado, 


[fa Fasa), Zaoa- [1 <]ao 


ou seja, 


— 
© fÍ div F dx dy dz = lj) [R (x, y, 1) — R (x, y, 0)] dx dy 
B K 
onde K é o círculo x + y? < 1. De O e O resulta 


=> — > 
ff F - n dS = ff div F dx dy dz. 
o B 


6. O fluxo através das bases do cilindro é zero. Seja o, (u, v) = (cos u, 
senu,v),0O<u<2m,e0<v<1,a superfície lateral do cilindro, 


> > > > —> > > > 
ff Fu as = || Fm ds = Í (Pi+0Qj):(cosu i +senu j)dudv 
o o; K, 


onde P e Q são calculados em (cos u, sen u, v) e K, é o retângulo O < u 
<2n,0<v<1. Segue que 


> > 
(D ff F - n dS = 1) [P (cos u, sen u, v) cos u + Q (cos u, sen u, v) sen u ] du dv. 
o K; 


Por outro lado, 


© II, div F drayde= [ff Es +2 | arado 


Temos: 


Nf, Hara ji [12 Laura 


onde A, é o retângulo -1 <y < 1,0 <z < 1. Assim, 


IN) E uid |), E (=>, ¿or io», y, 2) já de. 


B dx 


Façamos, agora, a mudança de variável 


y=senu SS No 
—-— ue—, 0«v<l 
2 2 
Z=V 
dd em O T 7 
= = = cos u > 0 para -— S u £ —. 
ð (u, v) 0 i 2 2 


Assim, 


IP 
15 k dy dz = IR [P (cos u, sen u, v) — P (—cos u, sen u, v) ] cos u du dv 


.0= v= 1. Vamos mostrar, agora, que 


F A T T 
onde D é o retângulo —— =u=— 
= ff P (cos u, sen u, v) cos u du dv, 

D, 


ff —P(—cos u, sen u, v) cos u du dv 
D, 


= 1. De fato, fazendo a mudança 


by 


z A T IT 
onde D éo retângulo 7 sue E aiai 
=D 
de variável 


vem. 


ff —P (—cos u, sen u, v) cos u du dv = f P (cos 8, sen 8,5) cos 8 dB ds. 
D, 


Portanto, 


IES — dx dy dz = Í P (cos u, sen u, v) cos u du dv 
B D, 


ðX 


onde D, é o retângulo -2 =u ==, 0 =v = 1. Por outro lado, a 
integral de P (cos u, sen u, v) cos u no retângulo -2 <4u=0,0=v=l 
é igual a pea de P E u, sen u, V) cos u no retângulo 

37 


+ Ssus2m,0<=v<.(Verifique.) Portanto, 


© e 


onde K, é o retângulo 0O<u<21,0<v<l. 


= = P (cos u, sen u, v) cos u du dv 
K, 


Fica a seu cargo verificar que 


(4) ff < L a dy dz = 18 2 (cos u, sen u, v) sen u du dv. 
B dy 


De ©, 2), © e O segue o que se queria provar. 


13.0 


2. 367 


4. Seja o (u, v) = (u, v, 0), u +y <1. Seja 7? m7 % - A imagem da 
cadeia (o, 6,) coincide com a fronteira da semiesfera x? + y? + z° < 1, z 
> 0. Pelo teorema da divergência 


> > . > > > 
ij) F-n as + Í| F- F)as= ||| div F dx dy dz 
o 0; B 


onde B é a semiesfera citada anteriormente. Como 
Ads MS er “e oe" 
f F(- FydS=|| (22+ y2 +x? |ds=0 
o 0 2 


- 


(por qué?) resulta 


II, Fa a II, dx dy dz = 5 T. 


8 
7. a z b) 2 7 Phad d) 4% 


10. Zero se a origem não pertence a K; 47 se a origem pertence ao interior 


de K. 


CAPÍTULO 11 


5 2 
E de dO e€0 for gr hr DO jár 
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